E.D.O para Ingenieros 2 CAPITULO 3

ECUACIONES EXACTAS

La sencilla ecuacion y dx+x dy =0 es separable, pero también equivale a la diferencial del producto
de X por Y ; esto es,

ydx+xdy =d(xy) =0

Al integrar obtenemos de inmediato la solucién implicita Xy =¢

En célculo diferencial, el lector deber recordar que si z= f (X, y) es una funcién de primeras
derivadas parciales continuas en un region R del plano Xy, su diferencial (que también se llama
diferencial total) es

dz :%dx+(;iydy (1)
Entonces, si f(X,Yy)=c de acuerdo con (1)
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DEPARTAMENTO ACADEMICO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA En otras palabras, dada una familia de curvas f (X, y) =c, podemos generar una ecuacion diferencial

de primer orden si calculamos la diferencial total; por ejemplo, si X —5xy + y3 =c,

(2x=5y)dx+ (-5x+ 3y*Xdy=0 o en dy:LZX

-5y +3y°
Para nuestros fines, es mas importante darle vuelta al problema, o sea: dada una ecuacién como
dy __5y- 2x
dx -5x+3y°
mna ecuacion diferencial M (x, y)dx+ N(X,y)dy es una diferencial exacta en una region R del planm

”_-uﬁ@u @[ﬂ]ﬁ””@ﬁ'ﬁ[ﬁ]@ M@ﬁﬁ@ @[h]m]@]w]ﬁ[mg] @lh Xy si corresponde a la diferencial de alguna funcion f (X, y). Una ecuacién diferencial de primer

orden de la forma

¢Podemos demostrar que la ecuacién equivale a  d(x* =5xy+y*)=07?

DEFINICION: Ecuacién Exacta.

M (x, y)dx+ N(x,y)dy =0
es una ecuacion diferencial exacta (diferencial exacta o ecuacion exacta), si la expresion del lado
izquierdo es una diferencial exacta.
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Ejemplo 01 (Ecuacion diferencial exacta)
La ecuacion x?y®dx+ x®y°dy =0 es exacta, porque

d (% x3y3j = x%y3dx + x°y dy

Obsérvese que, en este ejemplo, si M(x,y) =x°y° , N(x,y) = X’y?
Entonces: M _ON _ Xy’
dy 0x

ISRELICEINEYAY indica que esta igualdad de derivadas parciales no es una casualidad.

~

Sean las funciones M (X,y) e N(X,y) continuas, con derivadas parciales continuas en una region
rectangular, R, definida por a<x<b , c<y<d.
Entonces, la condicion necesaria y suficiente para que M (X, y)dx+ N(X,y)dy sea una diferencial

exacta es que
dM _dN
—_—= (4)
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Demostracion:

(Demostracion de la Necesidad)

Supongamos M (X,y) y N(X,y) tienes primeras derivadas parciales continuas en toda (X,Y). Sila
expresion M (X, y)dx+ N(X, y)dy es exacta, si existe una funcion f tal que, paratodo X de R,

M (X, y)dx+ N(x, y)dy—idx+idy
dx dy
En consecuencia M (X, y)zﬂ y N (X, y)=£
X ay
3 oM 0 (of 0% f _ 0 (of 6M
Y ademas: - =
oy 0y Ix aydx ax ay ox

La igualdad de las derivadas parciales mixtas es consecuencia de la continuidad de las primeras
derivadas parciales de M(x,y) v N(xY).

EI (La suficiencia)

Veamos que existe una funcién f , para el cual g—f =M(xy) vy CAR =N(x,y), siempre que se
X

oy
aplique la ecuacion (4) . En realidad, la construccion de la funcién f constituye un procedimiento
basico para resolver las ecuaciones diferenciales exactas.

METODO DE SOLUCION
Dada una ecuacion de la forma M (X, y)dx+ N(x,y)dy = O, se determina si es valida la igualdad (4) .

N . . of
En caso afirmativo, existe una funcion f parala cual I =M(x,Y).
X

Podemos determinar f siintegramos M (X,y) con respecto a X, manteniendo y constante:

fooy) = [Mxy)dx+gly) - (5)
En donde la funcién arbitraria g(y) es la “constante” de integracién. Ahora derivamos (5) con

respecto a y y supondremos que g—f =N(xY)
y

of _
3y~ ay M x )i g'(y) = N(x,y)
Esto da g'(y) = N(x, y)—a_jM (x,y)dx ---(6)
y

Por ultimo integramos (6) con respecto a Y, y sustituimos el resultado en la ecuacion (5). La

solucién de la ecuacion es f(Xx,y)=c.

NOTA.
Es pertinente hacer algunas observaciones. La primera es importante darse cuenta de que la

expresion N(X,Y) =ai'[M (%,y)dx en la ecuacién (6) es independiente de X porque:
y

0 ON_ 0 ON oM _
OX[N(xy)——.[M(xy)d} ox ay(aij(Xy)de ax oy

of
En segundo lugar, también pudimos iniciar el procedimiento anterior suponiendo de 6_ =N(xY)
y

Después de integrar N con respecto a Yy y derivar el resultado, llegariamos a los analogos de las

ecuaciones (5) y (6) que serian, respectivamente,

FOuY)=[NeGY)dy+h()  y () =M(x, y)—%jN(x,y)dy

En ambos casos, no se deben memorizar las férmulas.
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Ejemplo 02 Solucién de una ecuacion diferencial exa

CAPITULO3
cta.

[ Resolver: 2xydx+ (x* -1)dy =0
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Ejemplo 03 Solucién de una ecuacion diferencial ex  acta
[ Resolver

Solucién:

(€” —ycosxy Jix+ (xe” - x cosxy+ Z Jy= (

Igualamos M (x,y)=2xy, N(x,y)=x*-1, tenemos: oM

En consecuencia la ecuacion es exacta y, de acuerdo con el teorema 2.1 existe una funcion f(X,y),

of
tal que: =

Solucién:

L oM 2y N
La ecuacion es exacta, porque —— = 2e + XySenxy — CoOSxy = —
y

0X
Entonces, existe una funcion f(X,y), para el cual
- 2xy , ﬂ:x _1 M(X,y):i af
0X oy 0x
Al integrar la primera de estas ecuaciones obtenemos
f(xy)=xy+g(y).

N(X,y) = —
y (x,y) oy

f
Para variar, comenzaremos con la hipotesis 6_ =N(X,y)
Determinamos la derivada parcial con respecto a Y, igualamos el resultado a N(X,Y) y obtenemos
f
I oxergy)=x-1 - N(x)
ay

of
Esto es,

ay
f(x,y) = 2x| e”dy - x| cosxy dy+ 4 ydy
a(y)=-y. [edy=x] q

2xe” —xcosxy + %
Porlotanto, g'(y)=-1 y

No es necesario incluir la constante de integracion en este caso porque la solucién es f(X,y) =c.

Recuérdese que la razén por la que X sale del simbolo J. es que en la integracion con respecto a Yy
En la siguiente figura se ilustra las curvas de la familia X’y -y =c

se considera que X es una constante ordinaria. Entonces

f(x,y)=xe” —semxy+y*+h &)
of

axzezy‘ycosxwh 'k)=e” -y cosy < M(xy)

Asique h'(xX)=0 o h(x) =c, por consiguiente, una familia de soluciones es:

Eje Y

xe”y —semxy +y*+c=
Ejemplo 04 Un problema de valor inicial

Resolver el problema de valor inicial

(cosx sex—xy® Jx+y (Ex* Qly= |

y(0)=2.
. - ON
Solucién  La ecuacién es exacta, porque: — =-2xy=—
oy 0X
Entonces of _ y(1-x%)
NOTA gy
La solucién de la ecuacién no es f(x,y)=x’y-vy, sino que es f(xYy)=c

2
Y n_2
o foy) == A=x)+h(Xx)
f(x,y) =0, si se usa una constante en la integracion de g'(y). Obsérvese que la ecuacion of
también se podria haber resuelto por separacion de variables.

= —xy® +h'(x) = cosx serx— xy’
X
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La Ultima ecuacion implica que h'(X) = cosx serx. Al integrar obtenemos

h(x) = —I (cosx )Esenx )dx = —% co$ x
Asi. y7(1—x2)—%c:oszx=cl o0 sea y*(1-x?)-cogx=c,

Donde hemos reemplazado € = 2c, ...
Para que se cumpla la condicién inicial y=2 cuando X =0, se requiere que: 4(1)- co$ (0)c, es

decir, que ¢ =3. Asi, una solucién del problema es y*(1-x?)-cogx= ¢

NOTA:
Al probar si una ecuacidon es exacta se debe asegurar que tiene la forma precisa
M (x,y) dx+ N(x,y)dy = 0. Quizd en ecuaciones haya una ecuacion diferencial de la

forma C(x,y)dx=H(x,y)dy. En este caso se debe reformular primero como
G(x,y)dx—-H(x,y)dy=0, vy después identificar M (x,y) =G(x,Y) y
N(x,¥) =-H(X,y), y sblo entonces aplicar la ecuacion (4).

Ejemplo 05.

[ Resolver:

Solucion:
Expresamos la ecuacion de la forma:

3y+e +(3x+cosy y = ( }

Como: 3y+e"+(3x+ cosy)g—y= C = By +€*) dx+ (3x+cosy )dy = (
X

Entonces:
M(x,y)=3y+e* y N(x, y) = 3x+ cosy
Verificamos
a—M-—(3y+e) 3 y a—N—i(3x+cosy)-
oy o0y 0Xx

De lo anterior la ecuacion diferencial es EXACTA.
Calculando la funcién potencial f (que nos dara directamente las soluciones f(X,y)=C)

si | Lemuy=gy+re [-0) 9% - N@y)= 3+ cosy |- 01
ox oy

Integrando (I) respecto de X,se tiene:

| fooy)=3yx+e+g(y) |- (D)

Derivando respecto de Y, lo anterior:
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of
—- =3x+g'(y)
oy

Igualando con (I1), tenemos: 3x+g'(y) = 3x+ cosy

De aqui g'(y)=cosy = d[ g(y)] = cosy dy

Integrando respectode y = g(y) =seny+C,

Luego, reemplazando en ((I) , obtenemos: f(X,y)=3yx+e‘+sery+C,
Por lo tanto la solucién de la E.D. es: f(X,y)=C,
= 3yx+e‘+serny+C =C,

Lo que es lo mismo:  3yx+e*+seny+C = C donde C=C, -C,

Ejemplo 06.
Resolver: (2y°x—3)dx+ (2yx* + 4)dy = 0
Solucion:
De la expresién dada:
M(x,y) = 2y*x~3 y N(x,y) = 2yx* + 4
Verificamos
M _ 2 (2y°x-3)= 4y y W9 oy ay
oy 0y oxX 0Xx

De lo anterior la ecuacion diferencial es EXACTA.
Calculando la funcién potencial f (que nos dara directamente las soluciones f(X,y)=C)

Si ﬂ—M(xy) 2y°x=3 |- () y ﬂ—N(xy) 2yx°+ 4 |- (1)
oX oy
Integrando (I1) respecto de Yy ,se tiene:

| )=y’ X +dy+g () | (D)
Derivando respecto de X, lo anterior:

o1 —ayxr g0
0Xx
Igualando con (1), tenemos: 2yx* +g'(X) = 2yx* -3
De aqui g'(x)=-3 = d[ g(x)] =-3dx
Integrando respectode X = g(x)=-
Luego, reemplazando en ((I), obtenemos: f(X,y) = y?x? + 4y — X
Por lo tanto la solucién de la E.D. es: f(x,y)=C

=  yX’+4y-3X=C
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Ejemplo 07.
1 d
Resolver: ( y——+cos3(j Yo Y _ a4 ¥ send=
X dx X
Solucién:

La expresion podemos representar como: (lz —-4x* +3y sen 3) dx +( ¥ 1 + COS)B] dy =
X X

En este caso se tiene::

M(xy) = —-4>< +3y sen¥ y N(x,y)=2y—1+cos3<
X
Verlflcamos
aM 9 (y -4x° +3ysen3j iz+ 3send
ay ay X
Ademas:
ON _20 (Zy—i+ cos&j—iz— 3senB
ax  ox X
Se observa que a—ia—N ,
dy 0X

Como no se verifica la condicion, podemos afirmar que la E.D. NO ES EXACTA.

Ejemplo 08.

Hallar el valor de k para que la ecuacién diferencial sea exacta:
(y® +kxy* - 2x) dx + (3xy? + 2x°y*)dy = 0

Solucion:
of _ _ 3 " af 2.,3
Vemos que: a——M(x,y)—y +kxy* — 2x v = N(x y) = 3xy’ + 20x°y
X y
Para que sea diferencial exacta, se debe cumplir que: O_M = O_N
dy 0x
Por lo tanto:
aM
(y +loy* —2x) = 3y® + dkxy?
ay 6
6N 2.,3 2 3
Ix (3xy +20x°y°)= 3y“+ 4xy
X
Igualando:  3y® +4kxy® = 3y’ + 40Xy , resolviendo:  4k= 40

= k= Rpta.

Ejemplo 09.

Obtener una funcion M (X, y) tal que la siguiente ecuacion diferencial sea exacta:

M (X, y)dx+(xexy+2xy+ )dy 0

Solucién:

Como: N(Xxy)=xe"+ 2xy+l
X

Para que la E.D. exacta se debe cumplir que: O_M = 6_N
dy 0x
Como: ON_29 (xexy+2xy+1j=e”+xye”+2y—i2
X ox X X
Dela condicién igualando:
M _ vy xye” + 2y—iz
oy X

dMm =(e‘y +xye” +2y—i2j dy
X

Integrando lo anterior respecto de y (X representa una constante), se obtiene:

M (x,y) = j( xy+><ye”+2y——jdy-— R (Xy B ”+y2—x—%y+g(><)

Entonces:
M(x,y) = j( '+ xye” +2y——jdy-— v (Xy Dev 1y ——%y+g(><)
X
Luego: M(x,y) =y +y? ‘—2 y+9(x)
X
Ejemplo 10.

Mostrar que la siguiente ecuacion diferencial NO es una E.D. exacta:
6xydx+ (4y+9x*)dy =0

y que al multiplicarla por (X,y) = y2 es una E.D. exacta, y por lo tanto puede resolverla.

Solucion:
DelaE.D. 6xydx+ (4y+ 9%*)dy =0

Se tiene: ﬂ=M(x,y)=6xy y CAR = N(x, y) = 4y + %
X ay
Verificando se es una E.D. Exacta:
oM 0 ON 0
—=—(6X — =—(4y+9x*) =18
oy ay( y) Y 0Xx ax( y )
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oM _ ON

Estoes, ——#——,yporlotanto NO es una E.D. Exacta.
dy 0x

Si multiplicamos el factor (X, y) = y°
La E.D resultante es: 6xy°® dx+ (4y® + x’y?)dy = 0
Llamando nuevamente:
of

Iy - MOy) =6xyl (1) y
X

Verificando que es una E.D. Exacta:

of _ N(x,y) = 4y® + 9x*y?|--- (Il )
ay

M _ 9 (gxy?) = 18x ON _ 9 (45 +0¢2y?) = 18
dy 6y( y')=18xy ax ax(y y?)= 18y
oM _oN
:> [ —
ox 0y

Integrando la primera ecuacion en (1) respecto de X (manteniendo a y constante), se obtiene:

d f ,
= S =Y HgY)
y

f(xy) =3y +9g(y)
Esto es por (Il) igualando:
MY +giy) =4y’ + XY - giy)=4y’ = g(y)=Yy’
Luego: f(Xy)=3x’y*+y*

Por lo tanto, la solucién general de la E.D. y por ende de la (I) es:

| 3¢y*+y‘=C |

f(x,y)=C =

Ejemplo 11.

Mostrar que la E.D. (-xysemx+ % cox fix+ 2 casdy=

y mostrar que el factor: (X, y) = Xy al multiplicar a la E.D. se convierte en EXACTA y resolverla.

Solucion:
Si llamamos:
of of
—=M(X,y) =—Xyserx+ ¥ cox y — = N(X,¥) = 2xcosx
X oy
Con lo que:
a—M=—xser1>(+ 2cox y a—N:ZCosx— X sex
oy oXx
En consecuencia: O_M z O_N NO es una E.D. EXACTA
dy 0x

Si multiplicamos el factor (X, y) = Xy
(-x*y?senx+ X y® cox dx+ 2% cosdy=
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Nuevamente llamamos:
of _ 2.2 2 of _ a2 .
—=M(X,y)=—x"y serxk+ Xy cog |--- I( y | —=N(Xx,y)=2xycosx |--- (I |
oX oy

Con lo que: oM _oN =-2x’yserx+ &y cog luego, es una E.D. EXACTA

oy ©oax
Integrando la segunda ecuacion (Il) respecto de y (manteniendo a X constante), se obtiene:

| f(x,y)=x*y? cosx+g &) |-+ 0 )

= (;—f=2xy2 cosx—-x’y’sem+g X F-x’y’ sem+ Ry’ cas
X
Esto es: g'xX)=0 = g(x)=k , reemplazado en (A)
= f(x,y) = x*y? cosx +k
Por lo tanto, la solucién general de la ED y por ende de la es:

x’y?cosx+k =¢, - x’y?cosx =c¢, —k

- x’y? cosx = ¢

/ ECUACIONES EXACTAS (Resumen).

Son de ecuaciones diferenciales de la forma:
M (X, y)dx+N(x,y)dy =0,

Es decir: y' =ﬂ = —M,
dx N(X,y)
Se debe verificar que se cumple: M = oN
dy 0x

Se busca una funcién f(x,y) tal que df =Mdx+ Ndy,
K y la solucién de laE.D. es f(X,y)=C. (Siendo C una constante).

/




