E.D.O para Ingenieros 2 CAPITULO 4

FACTORES INTEGRANTES

Supongamos que ahora que nos dan una ecuacion diferencial
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 ---(I)
Que no es exacta. ¢ Existe alguna forma de hacerla exacta?

Con mas precision, ¢Existira una funcion (X, y) de forma que la ecuacion

MO YIM (X, y)dX+ (X, Y)N (X, y)dy=0 --- (Il ) seaexacta?

Esta cuestion es facil de responder, en principio: para que la ecuacién (1) sea exacta se debe
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Asi pues, la ecuacién (Il) es exacta siy solo si i satisface la ecuacion (111)
Debe notarse ahora que las ecuaciones (1) y (II) son equivalentes en el sentido siguiente:

CRUNCIONES DIFERENRIALES e s

Definicién

Una funcion u(x,y) que satisfaga la ecuacion (I11) se dice que es un factor integrante de la
ecuacion (1)

Vemos asf que para que f sea un factor integrante debe satisface la ecuacion (I11), que es una
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ecuacion en derivadas parciales, habitualmente muy dificil de integrar salvo en muy pocos casos. Do
de los casos en los que esta ecuacion se puede integrar es cuando el factor integrante s6lo depende
de X o sOlo depende de Y . Estudiaremos estos dos casos particulares:
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CASOS PARTICULARES

(@) Factores integrantes que sélo dependen de X.

Si (£ depende solo de t entonces la ecuacion (I11) queda reducida a :

[aM_aNj
d 0 ox
_'u:y—,u

du oM 0N
N—2=pyl —-
#( j dx N

dx oy ox
Ahora bien, esta ecuacion so6lo tiene sentido si la expresién
M _oN M _oN

Oy ox es una funcién sélo de X, esto es, Oy ox =R(X).

En este caso i debe ser una solucion de la ecuacién de variables separables: (' = R(X) i .

Es decir, (resolviendo) u = exp(j R (x)dx) es un factor integrante de la ecuacién (1)

OBSERVACION

M _oN
dy 0X
N

La expresion es, por lo general, funcion de las dos variables X e y. Sélo para muy

especiales pares de funciones M(X,y) y N(X,¥) es una funcion sélo de la variable X.
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Ejemplo 01:

Encuentre la solucién general de la ecuacion

2
y7+2ye*+(y+e*)y':o - (IV)

Solucién:

2
En este M(X,y):y?+2yeX e N(xy)=y+e".

No es una ecuacion exacta porque:

a_M:y+2eX a—N:eX
ay Y ox '

Ahora bien

i aﬂ—a_N :y-'-eX =1
Nl dy ox) y+¢€

. d . .z
Por lo que un factor integrante /(x) = e[ “ = €. Asipues la ecuacion:

2
e* (y? + 2yexj +e(y+e)y'=0 (que es equivalente a la ecuacion (1V) es exacta.

Calculamos la funcion de potencial correspondiente:

2 2
f(xy) =j(y7ex + 2ye*) dx+ h(x)=y?ex +ye®™ +h(y)

v =ty eny) = hi(y)=0

2
Con lo que h(y) =c y una funcion de potencial es: f(xy)= y7ex +ye™

2

Y la solucion general de (1V) (en forma implicita es: y;ex +ye™ =C
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(b) El factor integrante s6lo depende de y
Si p = u(y) solo depende de Yy la situacion es parecida a la descrita mas arriba. Para que tales

factores integrantes existan debe suceder que:
ON oM

ox oy _
e

Sea funcién sélo de Yy . En tal caso el factor integrante es f(y) = eXp(IQ (y)dy)

Ejemplo 02:

Encuéntrese la solucién general de la ecuacion
(2xyIn y)dx+(x2 +y? y2+1)dy: 0

Solucion
Enestecaso M(X,y)=2xylny e N(xy)=x>+y*Jy*+1
Por lo tanto: ™M =2x(Inx+1) y N =2X , la ecuacion diferencial no es
ay 0X
exacta:
N _om
Calculemos: ox 0y = 2x= 2xiny = = ——1
M 2xylny y
Existe entonces un factor integrante, f que sé6lo depende de YV . Este factor integrante debe ser
i > 1
solucién de la ecuacion:  y'=—-——u.
y
. 1
Asi pues: Inu=-Iny = Hy)=—.

y
Multiplicamos el factor integrante en la ecuacion original , y obtenemos la ecuacion

2
2xIn ydx+£x—+ Y Y +1]dy: 0 esexacta.
y

Calculamos una funcién de potencial f(xy)= JZX Iny dx+h(y)=x*Iny+h(y)
Entonces h(y) = j y(y? +1)¥2dy = % (y2+1)*?

3/2

La funcién de potencial seré: f(x,y)=x%In y+%(y2 +1)

1
Y la solucién general de la ecuacién pedida es: x*In y+§ (y’+1)*¥=C

Siendo C una constante arbitraria.
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NOTA:

Recordar que el término de factor integrante ya aparecié cuando calculamos la forma general de
soluciones de las ecuaciones lineales no homogéneas. (Veremos mas adelante)

De hecho todos los tipos de ecuaciones que hemos visto hasta ahora son ecuaciones exactas o
reducibles a exactas mediantes un factor integrantes.
En efecto, recordemos que las ecuaciones en variables separables se pueden escribir de la forma:

h(x)dx+g(y)dy =0

Porlo tanto, M (X, ¥) =h(x) y N(X,y)=d(y). Esta ecuacion es exacta cualquiera que sean las

funciones h(x) y g(y) porque O_M:6_N:O
dy 0x

La funcion de potencial del campo (h(X),g(y)) se calcula, en este caso de manera muy sencilla.

La funcion f (X, y)la funcién potencial de (h(x),g(y))
f(xy)= I h(x)dx +k(y) = H (x) +k(y)
Donde H(X) es una primitiva de h(x); estoes H(X) = Ih(x)dx.

oh _
Ahora: g(y)=a—=k(y)
y

Porque H no depende de y . Asi pues k(y) = J a(y)dy =G(y) .

La funcion potencial seré: f(xy)=HX+G(y).
Y la solucion general de la ecuacion:  H(X) +G(y(x)) =C

Que es la forma general de las soluciones de las ecuaciones separables.
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Consideramos ahora el caso no homogéneo . Hay varias formas de obtener las soluciones. Mas

ECUACIONES LINEALES DE PRIMER adelante estudiaremos los sistemas de ecuaciones lineales y las diferenciales lineales de orden
superior a 1.
Definicion:
Resolucion de la E.D. Lineal no homogénea, porel m  étodo ED EXACTAS .
ﬁ_as ecuaciones lineales de primer orden son las que se pueden reducir a la forma \
dy Sea la E.D.
&'FD(X)y—I'(X) (I) y'+ p(x)y:r(x) (S)
Donde las funciones p(X) y r(X) dependen solamente de la variable independiente X.
X El factor integrante lo definimos como: F(x)= e[p(x)dx
Por ejemplo la ecuacion x“sen(x) — (cosx )y = (serx gi
X
dy Ahora bien, la ecuacion (S) se puede escribir en la forma [ p(xX)y—r(x) ]dX+ dy=0
Es lineal porque se puede escribir en la forma: d—+ (cotgx)y = x?
X
) » ) ) i Que no es exacta, pero que admite un factor integrante /(X) que solo depende de X. En efecto,
Si r(x) =0, entonces la ecuacion (I) se dice que es lineal homogénea y en caso 3 M 3 N
contrario que es lineal no homogénea. J como en este caso oK - 0 la ecuacion (s) queda: H—= N—’u +U—
oy ay ox  ox
. . y - Con M(x,y)=p(X)y-r(x) y N(xy)=1.
Resolucion de E.D. homogéneas . En este caso, la ecuacion (I) se puede escribir:
dy =—p(0)y Por lo tanto, i debe satisfacer: K1) = u(xX)p(x)
dx
e es una ecuacion en variables separables. En primer lugar, esta ecuacion siempre tiene una . -
au i ! vacio v l P p ! .ug vacl empre & . El factor integrante lo definimos como: F(x) :e[p(x)dx
solucién de equilibrio y(x) =0. Separando las variables:
idy = —p(x)dx F(x)[ p(X)y—r(x) ]dx+ F(x)dy =0 Es una ecuacion diferencial exacta
y
Integrando: In|y(x)| = _J‘ p(X)dx +C, Resolviendo la ecuacion:
of of
N —=F(X X)y —r(X —=F(x)d
Por lo tanto la solucién general de la ecuacion es: y(x)=Ce freon X ( )[ POy =r(x) ] Y oy (cly
Integrando respecto de y
Siendo C =€* una constante distinta de cero. En este caso, si permitimos que C pueda valer cero, f(Xy)=FXYy+g(x) (O
obtenemos todas las soluciones de la ecuacidn incluida la solucién de equilibrio. Derivando respecto de X
f(xy)=FXy+9(x) Se sabe que: F'(X) = p(X)F(X)
of . .
- =F'(Xy+9'(x)
0X

%: F()p(X)y+3'(9) = FX)[ pe)y-r () ]

9'(x) ==F()r(x)
Integrando: g(Xx) = —J. F(x)r(x)dx

f(xy) = F(x)y = [ FOIr ()ax



E.D.O para Ingenieros 9 CAPITULO 4
Luego la solucién es: f(x,y)=C, es decir: F(x)y—J. F()r(x)dx=C
1
D jand =——| | FO)r(x)dx+C
espejando y ) U Or(x) ]

y= 1 d P (x)dx+C | 6 y= o T ofpeos (x)dx+C
e[ P(X)dx

Ejemplo 03

Encuéntrese la solucion general de la ecuacion: y'+2y = 3¢e*

Solucién:

F(t) - e[p(x)dx - e[de - eZX

Calculamos el factor integrante:

que sustituido en la expresion (0) nos da

_ 1 2X X — i 3X _ _1 3x
Y=, [[e*aedx+C]= = [[aedx+c]= = [e> +C]
La solucién general sera:  y(x) =e‘+Ce?, C una constante cualquiera.
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Resolucion de la E.D. Lineal no homogénea,
por el método VARIACION DE LAS CONSTANTES

Es un método para calcular las soluciones de ecuaciones o sistemas no homogéneos.

El método de variacion de constantes tiene por buscar una solucién particular de la ecuacién lineal
homogénea. ¢ Por qué es importante encontrar tal solucion?

El motivo es el siguiente: Supongamos que hemos conseguido una solucion particular de la ecuacion
no homogénea, y, (X) . Veamos que la solucion general de la ecuacién no homogénea es:

Y(X) =¥, (€) +y,(X).

Donde Y, (X) es la solucién general de la ecuacién lineal homogénea.

En efecto y(X) =Y, (X) +Y,(X) es solucion de la ecuacion lineal y'+ p(X)y =r(X) porque:

Y'() =y (x)+y'5(X)
==p(X) ¥, (X) = P(X) Y, (X) +1(X)
==p()[ Y, () +y, () ]+r(¥)
==p(x)y(X) +r(x)

Ademas si y=Y(X) es una solucion de la ecuacion y'+ p(x)y=r(x) y Y,(X) es una solucion
particular entonces h(x) =y(X)-Yy,(X) es la solucion de la ecuacion lineal homogénea
y'+ p(X)y =0. En efecto,

h'(x)+ p(x)h(x) = y'(x) = y', () + p()[ y(¥) ~ ¥, (¥)]
==p()Y(X) +1(x)+ p(¥) y,(x) =)+ p([ Y() =y, (X ]
==p()[ Y(¥) = ¥, () ]+ p(I[ y() - y,()]=0

Asi pues, la soluciones general de la ecuacion y'+ p(x)y =r(X) tiene la forma y(x) =y, (x) +Y,(X)
tal y como se deseaba mostrar.
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Ya sabemos cOmo conseguir la solucion general de la ecuacion lineal homogénea. El método de
variacion de las constantes nos proporciona una forma de obtener una soluciéon particular de la no
homogénea.

En este método parte de la siguiente observacion:

Si mediante cualquier procedimiento fuéramos capaces de encontrar una solucion particular yp(x) ,

de la ecuaciéon
y+p(x)y=r(x).

Entonces la funcién y(x) es la solucién general de la ecuacion Yy'+ p(X)y=r(x) , si y sélo si
Yo (X) = Y(X) = ¥, (X) es la solucién general de la ecuacion homogénea y'+ p(x)y =0.

En efecto, Y=y )=y, () =r(x) = pOy(x) —r(x) + p(x)y,(x)

=-p()[ Y(¥) = ¥,(¥) ] = =p(x)y(x)

De modo que Y, (X) es una solucién de la ecuacién no homogénea y'+ p(X)y =r(x) entonces
Y(X) = ¥, (X) +Y,(X) es solucioén de la ecuacion no homogénea, lo que se comprueba por simple
sustitucion.

El método de variacion de las constantes es una manera efectiva de conseguir una solucion particular
de la ecuacién no homogénea, y consiste en considerar la solucidon general de la ecuacion lineal
homogénea:

—I p(x)dx

Yy, (X) =Ce y sustituir la constante C por una funcién C(X).

Una vez hecho esto se sustituye la funcién resultante
- d
yp(x) — C(X)e _[P(X) X

en la ecuacion a resolver y'+ p(X)y =r(x) y se halla la funcion C(X) para que Yy,(X) sea solucion
de la ecuacion. Concretamente

,J p(x)dx

Y',(0=C (e o

+C()(-p(x)) =e ,
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De modo que
09 =y, (9+ P0) ¥, (9 = Ce ™+ C09(-p0g)e "™ + pyc(e " =g el

Por lo tanto:
. ej P(x)dx
C'(x) = r(x)

Asi, si ponemos  F(X) = o oo

Tenemos que C(x) = I F(x) r(x) dx
1

F 0 F(x) r(x) dx

Yo(X) =

Asi pues, la solucién general de la ecuacion lineal no homogénea es:

Y0 = ¥, (9 +y, () =Ce P + sz) [FO)r(x) dx
Es decir: y(X) =%[ [Feor (x)dx+c] 0.

Ala funcion F(X) se llama factor integrante de la ecuacion.



