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SERIES DE FOURIER 2 CAPITULO 4

Las definiciones y propiedades mencionadas en este capitulo corresponden a la nocién teoria de
distribuciones. Solo haremos algunos conceptos que seran de forma particular.

ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE PRUEBA

Sea Q= <a, b) un subconjunto abierto de R.

Definicién:

Por D(Q) se representa el espacio de todas las funciones en Q , con soporte compacto, con
derivada parciales continuas de todos los ordenes.

D(Q)={ ¢:R - R/ges infinitamente diferenciable en (a,b), ¢(t) =0, O t0{a,b) }

Los elementos de D(Q) se denominan funciones de prueba, es frecuente denotarlas con C;

CONJUNTO DE LAS FUNCIONES LINEALES
Definicién:
Se denomina espacio de distribuciones sobre Q ,D'(Q), al dual topolégico de D(Q), es decir, el

espacio de las funciones lineales continuas sobre D(Q).

Es decir:
D'(Q)={T:D(Q) -~ R/T es una funcién lineal }

Definicién:

Paratoda f O0D'(Q), diremos que:
Jb f)@t)dt =0 O ¢@(t) una funcion de prueba = f(t)y=0en 0Ot D(a, b)
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DERIVACION EN EL SENTIDO DE LAS DISTRIBUCIONES

Sea funcion f OD'(Q)
En la expresion siguiente: f f'(t) ¢(t)dt , si aplicamos el método por partes, obtenemos:
u=gt) ~. dv=f't)dt

du=g'(t)dt <=-v="f()

J.: f'(t) gt)dt = f (©)eAt)|” —J:Z f(t) @'(t)dt  Se conoce la funcién de prueba @(t) es tal que

se anula fuera de algun intervalo, es decir es
ceroen t =+,

Se tiene: jw f(t) gt)dt = —ji f(t) @'(t)at

Definicién:

)

/Sea f OD'(Q) una distribucién, se define la derivada de f respecto a t, en el sentido d

o df - S
las distribuciones d_ , como la siguiente distribucién:
X

= of (1) (7 09()
Lo p0di=— T =" dt

10}

ot j

Denotaremos: fi(t)=

O ¢(t) funcién de prueba.
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FUNCION IMPULSO UNITARIO (DELTA DE DIRAC)

La funcion impulso unitario O(t) , conocido también como funcién Delta de Dirac, puede definirse de
varias maneras, generalmente se expresa mediante la relacion.

1 ,sift]<e
o.(t)=12¢
0 ,si|t]|ze

Y la funcién O(t) queda expresada por: J(t) = Iin?) o.(1)
£

[~ o) a =jj:5£(t) dt+f£a;(t) dt+j£°°5£ ) dt=—= t
=0 1 =0

2¢

AU

-& | £ t

- - . 0,sitz0
Luego la funcién J(t) se definira por la relacion: oft) = —
o, §t=

Ademas: [ 5(t) dt = j a(t) dt=1 [~ 3t gt) dt = (0)
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PROPIEDADES:

1) J: o(t—t,) ¢(t) dt = ¢nt,) @ es una funcion de prueba

2) [~ aa) ot dt=ﬁ¢(0) DaOR, a# 0

3) Si g(t) es continua en (a, b) , entonces:
a(t,) » t,O(ab)
0 ,t,0(ab)
1, t,0(ab)
0, t,0(ab)
5) Paratodo ¢(t) es una funcion de prueba, si g(t)y h(t) son continuas en JtOR.
g(t) =h(t) encasitodopunto tOR = [~ g(t)@(t)ct = [~ h(t) g(t) ot

6) Demostrar que:
a) Si f(t) esunafuncion continuaen t=0

= f()d(t)=f(0)at) OtO(ab)
b) td(t)=0 OtO(a,b)

ot -t) ot) ot ={

4) Si a<b, demostrar que: Ibd'(t -t,) dt = {

c) o(at) =ﬁ5(t) OtO(a,b)

d) o(-t) =d(t) Ot D(a, b) (O(t) es una funcién par)

Demostracion:

1) Haciendo el cambio de variable , tenemos: t=t,+z, dt=dz
to 400 = 7 400 y to -0 = 7 -
Entonces:

[ at~t,) at) dt = [~ 5(2) ptt, +2) dz= gty + 2], = o)

dz
2) Haciendo el cambio de variable , tenemos dt =—,
a

Si ( y —oo<t<+co ) = —o0 < gt < +o0 = —00 < 7 < 00
Entonces:
® o z\dz _1¢= z 1 (z 1
[~ 3(at) gty dt = o(2) w(—j — ==[_a qo(—j dz == [_j == ¢(0)
© © a a a“— a a /|, a

Si( y -—oo<t<+oo ) = +oo < at < —o0 = 400 <7< —0
Entonces:

[~ o@t) gty dt = [~ 5(2) (/{i) djaz = _i " 8(2) go(gj dz = _i({g]

En consecuencia:

=~ 0(0)

z=0

[" a(at) t) dit = ﬁ(o(O)

t) tO(ab
9(® (a.b) y utilizando la parte 1) , se verifica:

3) Haciendo (/J(t):{ 0 tO(@b)

a(t,) . t,0(ab)

J"_wd(t—to) a(t) dt:q”(to):{ 0 ,t0O(ab)

1 tO(a,b) -
y utilizando la parte 1), tenemos:

4) Haciendo ¢(t) ={0 td(a,b)

. 2]t tO(ab)
[~ a-t) o(t) dt—q”(to)‘{o , t,0(ab)

5) Sea ¢@(t) una funcién de prueba, hacemos f(t) = g(t) —h(t) es continua OtOR
g(t) = h(t) en casitodo punto t0R < Llamando f(t) =g(t)-h(t) Ot D(a, b>

[T foand=["[o0)-h®O]ad=0 - [~ fOatd= [ h)at)d

6) Sea @(t) una funcién de prueba, y f(t) es continua, se tiene f(t)@t) es una funcién de prueba

a) [ [fmom]atydt=[" [ f(t)@)] dt = f(©0)p(0)  Porla parte 1)

=) st)et) dt =" [ (0)0¢)]et) ot
Luego:  f(t)a(t) = F(0)3¢)  Dt0O{ab)
b) Tomando f (t) =t, = t J(t) =00d(t)=0
o [ aat) gt =ﬁ¢(0) =ﬁj‘26(t)qo(t) dt =I2[ﬁ6(t)] o) dt
1

Luego:  Jd(at) = mé’(t) 0t D(a, b>

1
d) De la parte anterior d(at) =—d(t) sitomamos a = -1, se verifica:

B

5(—t)=ﬁ6(t) = ()= a(t) OtO(ab)
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DERIVADAS DE LAS FUNCION J

En particular, podemos decir:

La derivada de la funcién o(t) -

[Lowavdt==["56) pt)dt =-¢'0)

Notacién: &'(t) = % , ademas: @'(0)= ((jj_ﬂt_o

Calculando las derivadas de orden superior:

[Lo0and=-]" 50 ¢t =] 5¢) "t)dt ="(0)
[Lemtand=—["&"0) gt =] 5'0) o't )t =-[" 5) 9"t it = -9 "(0)
[0 0and=-[" 69¢) )t =¢(0)

[La"®andt=—[" 5) @ty =-¢(0)

Definicion: La derivada de orden superior de la funcién delta de Dirac J(t)

[ j °° o (t) ¢t)dt = (-1)" ¢ (0) 1
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CAPITULO 4

PROPIEDADES DE LAS DERIVADAS DE LA FUNCION &

/a) Si f(t) esuna funcion continua y diferenciable, (f(t)o(t))'= f(t)o'(t) + f 't)I(t)
b) Demostrar que: f(t)d'(t)=f(0)J't)- f '(0)o¢)

c) Demostrar que: u'(t)=0(t) (J esladerivada de la funcién escalén unitario £(t) )

\_ Ademas: jw u(t) @'(t) dt = jo P(t) dt

~

J

Prueba:
a) ["[sOTF®] etydt=~[" [60)TF ©]@t) dt =~[" 0[O BW)] ot
Como:  f(t) @'(t) =[ f(t) @t)]"- f'(t) ¢xt)
j:[a(t) ¥ ()] Aty ot = —j"; S [ (1) @t)]- £@) t) )t
=—[" oW Gt @) @] dt+ [~ SO G O o))
=[a0hT©ew] d+["[ow) 0] @0 d
=["lo® fO @ d+ [ [a0) ') ) ot
= I_Z[d‘(t) f(t)+a(t) ') ] ) ot
Porlo tanto:  [3(t) CF (1)]' = 3'(t) f (t) +3(t) f'(t)
b) De la demostracion anterior: fo'w) = [ f (t)J(t)] =)o)

Se ha probado:  f (t)d(t) = f(0)O(t) en casi todo punto t0R, aplicando
f(t)ot) = £'(0)o(t)
[t3a®] =[(©0)80)] = f (©)3°C)

Reemplazando, tenemos:  f(t)o'(t) = f (0)o't)— f '(0)d¢t)
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c) De la definicion de derivable:

[ O avd =] u) ¢(t) dr
—J.: @'(t) dt  definicion de escalon unitario

~[@e) - @(0)]  pues ¢fe) =0
=¢0)
= [ a) ¢ty dt

Tomando los extremos: f M) gt)dt = J.jo o(t) ¢ft) at

Por lo tanto: H'(t) =9(t) , loqueeslomismo w'(t) =% =J(t)

Ademas:

[Lr0 e d=[ @)
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a)

b)

EJERCICIO
Evaluar :

« . nr

a) Loa'(t 2) ¢ co{—z tj dt
3

b) jl o(t-5) e dt

o) f d(t-2)e* dt

o Loty

Solucién:

Por propiedad de delta de Dirac:

["at-2)€ co{%-[tj dt=¢(2, donde: g(t)=¢ co{%-[tj
> nrr 2 2
Por lo tanto: #2)=¢ 00{7 2j= e” cosfrr Fe® £ 1)
= [Lat-2)¢ co{%ﬂ) dt = e?(-1)"

Es evidente que: Lsé'(t -5)etdt =0 pues, t, =5 0 <1,3>

Por propiedad del delta de Dirac:
[Cot-2)e* dt=p(2) donde:  ¢ft) =e"

8 sy Sty 2
= La'(t 2)eldt=g
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1
d) Tomando a ¢(t) :m
Entonces, expresando en funciones parciales
1 1 1 A B
ﬂt) = 242 2 = 2 2 = = +
a‘t“-b° (at)°-b° (at+b)(at-b) at-b at+b

A=lim L =i y B=Ilim 1 :—i
t.Pat+b 2b t.-bat-b 2b

1 1 1
t) =— -
aY Zb(at—b at+bj

Derivando, consecutivamente, tenemos:

vy — L -a  -a
¢(t)_2b[(at—b)2 (at+b)2j

0=t 1P@ a2
= 0l a-by (at+b)’

wer 1 (-1r2B@° - 10203%°
Y (t):%( r 4 J

(at-b) (at+b)
1PBUWa' D234
(at -b)® (at +b)°

1 ((—1)”1&533--@1@” D mm--mm”)

iv) :i
¢ (1) -

Asi, sucesivamente: "(t)=—
¢( ® 2b (at —b)n+1 (at + b)n+1

mey L[ (D'nta’ _ (=1)'nla’
= ¢ (t)_ Zb[ (at_b)m-l (at+b)n+1j

¢n)(0):2_1|3((—1)”n!a” ~ (—1)”n!a”] _1 [_n!an _(—1)”n!a”) _nla" (-1~ -17)

(_b)ml (b)ml % bn+1 bn+1 2bn+2
my . A
= o= (-]
Por lo tanto:

00 (g = el
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FUNCION ESCALONADA UNITARIA

Recordando:
La funcion generalizada (o funcién simbolica) u(t) se conoce como la funcién unitaria de Heaveside o
funcion escalonada, definida por:

0 ,para t<O

t) =
M) {1 Jpara t>0

NOTA: La funcion u(t) no esta definida para t =0.
La derivada f(t) vale cero en valores t >0y t<O0.

PROBLEMA
Si f(t) esuna funcién continua por tramos con discontinuidad stbitas a,, a,, a,en t, t,, t;, como

se muestra en la figura y la funcion f '(t) esta definida en todas partes excepto estas discontinuidades
de ndmero finito encontrar la derivada generalizada de f (t) .
A

i
Q
vy—

Solucién: ’\’\
Se tiene: a, = f(ti+)— f(t)= Iirr] f(t) —lim f(¢t)
totg toty

Cuando:
a, >0, entonces los impulsos son hacia arriba.

a, <0, entonces los impulsos son hacia abajo.

3(t+1,) N P ~t,)

A

—t, 0 t,

0 ,para t<t,
1 ,para t>t,

Se tiene ¢(t) es continua en todas partes y su derivada es igual a f '(t) excepto en un ndmero finito
de puntos, donde:

gm=f'0-Ya ut-t) = g't)=f't)-> a ot-t)

Consideremos la funcion g(t) = f (t) —Zak ut-t) donde: u(t—t,) ={
k
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Ejemplo:
Sea la funcion f (t) del grafico:

La serie de Fourieres: f(t) =l+—12—1 senfit )
TeEn

£1(t) = 7% i% costegt) = ()= %i cosicgt)

= | 10=23 costut) |- @)

Consideramos g(t) = —%(t -T) se tiene: g't) = —?1

También se puede escribir: g(t) = f(t) —Za’k HE-t,)
k

T 3T

Ademas: a, =A=1 ,t =KkT ,reemplazando g(t)=f(t)- Z A u(t—KT)

k=—c0

M

Tomando la derivada: g't)y="~f't)- M'(t—KT)

k

00

8

g =f1'0- at-KT) Pues 4'(t) = A(t) .

k

00

0

=g+ ot-kT) = f‘(t)=—%+i S-KT) |-

k=—c0

B)
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De (@) y (f) igualando se tiene:

_l+i J(t—kT):EiCOSQ’]%t) = i J(t—kT):1+—2icos(na6t)
T &= T ke T 7w

El sumando de la derecha es la Serie Trigonométrica de Fourier (S.T.F.)

0

A la funcién lo denotaremos por: &; (t) = Z O(t —KT) se le denomina el “Tren Peri6dico de Impulso

k=—c0

Unitario”.

a(t)
a-21) Y ot +7) ot-T) tow-2m)

Recordar

-2T T 0 T 2T

OBSERVACION

Deducir la serie de Fourier de &, (t) que es una funcién periédica, de periodo T =2p

Sea: S (t)= % + i[an cosfit )+ b, sentt )

Donde: aozljpdr(t)dt:_l = aozl
pZ P P

=1

1o 1ce 1 1
== t t)dt=—| o t ot =— t|) ==
a, pJ._pdr()cosmqJ ) pj-p ¢ ) cosfapt 0 cos(w, 0

t=0

1¢p 1v 1
b, =— t t)ydt=—| o tgt=— t
=)o @ senfugt ot =[5 () senteqt Jit=— semty

0

Por lo tanto: o (1) =—+i(%] coshwpt )=

) =

t=0

dr(t)=2—1p+%nZ:COS(1%t)
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EVALUACION DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER POR DIFER ENCIACION

1, ro
Para facilitar el calculo de los coeficientes de la Serie de Fourier para ciertas funciones, se usa la T
funcién & junto con la diferenciacion. i i i 4 i i i
Ejemplo 01: - E E - E - E - E E L
3T -T _Ta r I ! T ! 3r
Utilizando la serie de Fourier del tren periddico de impulsos unitarios, hallar la serie de Fourier para la _75 | 2 i ! 2 ! 12
funcién 1 :—I _I | ! 1 1
4
t+2¢ si —2<t<0 v
f(t) = T T
2., . Afr)
Tyt oS stty o) Sofunl) | 3o oi-7)
i6 T T 2 T°U 2 T 2
Solucion:
41 T = T T T E
! s 2 LY T ? Y-850 2 “8s-1) 2
' ' T T T
: : t \ 4
ST s T\ T EANEA == 83 o(t-@@n-L -2 3 s(t-nT)
4 2 4, 4 2 4, = 2) T,/ =
s _ﬂ 1 R
Ve {z 5[[t+—}—nTj— 3 J(t—nT)}
n=-oo n=-—o0
4 .2
t+—t ,si ——<t<0 8 T
fey=4 T T —;{—ﬂz—co n%(+2)j [—+Z_:—COS(I%t ﬂ
. 2 =T =31
ot s Osteg e[ (T 27
== z cog — ¢+— - cos&t pues, @ =—
T T n - T
[ o 16 o
| ! /\ :T_[ cos(negt +n7) = > costut % pues, cos(i+nm)= 1} cosf |
| T L | n=Te e
< ! 2 2 ) 13 16 &
h -T _3T | 0 T , Ir T - :T_( Z [(—1)n —1] cosfegt )]
4 i 4 : 4 t
-1
' = | f")= z Pl -1 costeat ) |- @
4 ,Si ——2<ts 0
fr(t)=

-— ,Si 0<t<—2
T T
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Ejemplo 02:
Hallar la serie de Fourier de la funcion f (t) =| t | , con —3<t < 3 (periddica), usando la serie de
Fourier del tren de impulsos unitarios.

Como f(t) esimpar = f(t)= ibn senqut )
n=1

Derivando: fi(t)= z nayb, cosfiat)
n=1 t ,si 0<t<3
e ‘ ft)=|t|= \ _3<t<0
f t)=>(-n* «fb,) senfwt ) -t ,si -3<t< o)
n=1

£70)=3 (- afb,) costicat ) |-+ (0

Comparando (D y () se tiene:
277 £t ,Si 0<t< 3
-n’ agbn__li( 1) 1:| = bn 3(A€T2|:1 (_1) :| pues, %—— o= -1 ,si -3<t<0
o A
=>| b=——|1-(-1 | i | | i | | |
e Y T o
| | | | ! | | 1t
Tenemos: - : ; : : ! : Ly
AT :—12 :_9 :—6 :—3 0 :3 1 6 :9 112
=0 o= O0n=12,3; - ' ' ' ' ' . : X
b, y By (2n-17 77 ! ' ' . | : . :
- f'(t)=0 Y
Es decir: f(t ( ) = ZW Senh%t ) A M)
n=1 2n- A
Lo podemos escribir, como: 25(t +12) 25(t +6) 25(t) 25(t - 6) 26(t-12)
senft ) 2 t
JT < >
ft)= donde: =— -12 -9 -6 -3 0 3 6 9 12
t)= Z an-1y @,
—25(t +6) —25(t+3) -25(t-3) -25(t-9)
\J
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f1(t) = 4, (t) = i 25(t - 3(n))+ Z"’: —J¢-3@- 1) Ah.ora. hallamos la serie de Fourier de f (t) =| t | , con —3<t < 3, mediante diferenciacién o impulsos
n=—oo n=-o unitarios.
. I O]
(_z st-em)- 3 ot+3- m)j Fost
1 2 nt 1 28 nit
=2/ =+= =t =+2 —t
{6 Gn;ncos( 3 j (6+ anz_w coE 3[ + Bjﬂ
-3+¢ 3+¢& t
:g[n;co{%tj—n;o co{%-[t + nrrj] -3 0 3
2( nir - nit .
=— cosg —t |- 1) cos—t , pues cos{u+nmr)= 1) co
S(n_m {3 j n;»( ) E 3 j] P = €4 cost. 25t +3) -25(t-3)
:gn_i |:1 Gk :ICO ngtj v
frt)=20(t)-20¢-3)
" nir ,
= f (t)=Z,§[1—(—1ﬂ CO{?tj - 0 -3+£<t<3+s o -3<t<3
) 2
Como la funcién f(t) =|t| es par, entonces: Pero: f"(t) = Z{ ﬂzan} ,{%th
f(t)=i+iancos(n—ntj, -3<t<3
2 ~ 3 2n2an 2
o En consecuencia:  — 20(t)-25( - 3) co{—tj dt
f'ﬁFZ[‘%}ser{n—gtj, -3<t<3 9 -[ [ ]
n=1
- - D ”28‘" Zj 8(t) cog "2t |dt- [ 5 ¢~ 3) cob ot |t
" & n’ra, nr , 3 -3 3
f (t):z - co§ —t | |- (@
n=1 9 3 n 1'1261r1 2 nir nir
2n2 = - 9 ——3 co —3t — CO —3t
Por (O y () tenemos: E[1—(—1)”] S| t=0 =3
9 _n‘ra, _2
6[1 1] 1 = 3 [cos(O)— cognr) |
Despejando, 8 =~=—7 5= = &0y &woo Tp Onsl2se a2
= [1 1]
Por otro lado: 9
2 3 43 2 2 _ 12 _
=< =z =t =-° = =0 =— % _ 0On=1253
wgltd=glrd=—r =5 = a=3 T =TT B Ty

Luego, la serie de Fourier

3,e 12 (- 17
f(t)'ernZ:;nZ(zn—nzco{ 3 tj




