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SERIES DE FOURIER 2 CAPITULO 6

TRANSFORMADA DE FOURIER DE LAS DERIVADA PARCIALES

Consideremos u:R? - R, talque: U = u(X,t) una funcién definidaen 0<x<L,y t=>0

Con respecto al intervalo , podemos reflejar par o impar por consiguiente se defina la transformacion
de Fourier de cosenos y senos respectivamente.

Luego, existe la transformada de las derivadas parciales.
du d’u d°u
dx " dx® dx®’

) fg{%}?ﬂ%{u}

X

definida en 0< x< L (llamada transformada de Fourier finita)

En efecto, como: /{ } j —sen@x)dx

Por el método por partes: M =sen@dx) dv :(j_d)l.(l 1 )dx
du = Acos@x)dx v=ukt)
:></;{$}—u(xt)sen@x '[ Au cos{x px /I—M, 0n=12,3;--
dx L

= —,]J.O u(x,t)cos@x )dx = -1 { u}

ii) /{du} A 7 u} =[u(0,t)-u(L t)costrr )

dx
En efecto,
{ } 'f —cos(/lx)dx por el método por partes: (= COSUAX) dv =%dx
dyu=-Asen@dx )dx vV=u
- /C{ du }— u(x, t)cos@x} —J EA)u Kt )sendx Px
= u(L,t)cos@L )-u (Ot )cos{ (O»AIO u Xt )sedk dx
= Asf{u} -[u(O)-u(L t)coshrr] . pues A :nTﬂ O0n=1,2,3;-
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i) ,/g{d—;l'l}:—/lz s{u} +A[u(0,t)-u(L t)cosorr )
I R T
X dx\dx dx
=-A[A%{u} ~u(O,t)+u(L t)cosarr ) , por ii)
=-A%7f{u} +A[u(0,t)-u(L, t)cosarr]}
iv) ,/g{d—:(l:}=—/12./g{u} ~[u (0,t)-u, (L t)cosam )|
2}l o mpe
g dx\dx dx dx
(-4 Z{u }){du(o,t) _du(Lt) Cpor i)

Para las
du d’u d’u
dt ' dt?dt®’

. _Jd d _
i) ,/S{d—l:}:a,/s{u}

En efecto:

De la misma forma se prueban:

i)

i)

iv)

L

du
dt

=gt

S

A

d?u d? _
_}:EV/S{ u}

dt?
du d?
7}=7</c{u}

Z{u} ~[ u ©t)-u, (L t)cosar)]

definidaen 0< x<L

{ } .[O—sen@x)dx——J. usen@x)dx—— J u}
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Para el caso aplicativo, las funciones f definidas en el intervalo finito 0<t< L

Es decir: f:IOR-R ,donde: | = [O,L]

Estas funciones tienen transformadas de Fourier finita, entonces es posible efectuar reflexiones par e
impar y por ende se define la transformada de Fourier finitas de senos y cosenos de sus derivadas
f'@), £ "(t), f™(t), --- similarmente, como en el caso anterior:

) | A O}=-24{ O}

En efecto, como: /{ f'(t)} = IOL f '(t) sengt )dt

Por el método por partes: M =senft) dv="f '()dt
du = Acoset )dt v="~Ft)
7{ F'®)} = f(t)senqt )|;—IOL/1 f ¢ )cosix yx /1:%7, On=1,2,3;-
= —/leL f(t)cos@it)dt =-A . { f ()}
i) | A f®}=24 f®}-[f0)-f(L)cosar]
En efecto,
/g{ f '(t)} = JOL f '(t)cos@it )dt , por el método por partes: (/ = COS(t ) dv =1 "¢t
du =-Asen(t at v="Fi()

= i f'm}= f(t)cos(xit j EA)T ¢)senft Jt
= f(L)cos@L )~ f (0)cost (0)}/1j0 f t()sedx dx

= 2.7 u} ~[1(0)- f (L) cosir) pues A =%T On=1,2,3;--

ii)

)} =-22 A 1)} +/1[ f(0)-f (L)COS(’VT)]

A )= /{% X0 } =-1 7{ 10} por i)

==A[A%{ f()} ~u(O,t)+u(L t)cosarr) ., por ii)
=-A27f{ f(©)} +A[u(0,t)~u(L t)coshrr ]
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EJERCICIOS RESUELTOS

v) | A e} =-22 4 1)} _[ f'(0)-f '(L)cos(r )] 1. Calcular la transformada de Fourier
-at|
e [d .. e . . A et} o 22 i a1t em
./C{ f (t)} = ./C{af (t)}:/l./s{f (t)} —[f 0)-f (L)COS(VT] ,/{e } 12 + a2 » es decir =4 [/]2+a2 oa
B _ Solucién:
:/](_/] ’/c{ f () })_[f '(0)-f '(L)COS(VT} , por i) ,/‘{ e—am} :J“"’e—a\t\ et gt :J‘O e Al gridt dt+Jwe—at et gt
— _12 _ ' _ f —00 —00 0
=-4 ’/C{ f(t)} [f 0)-f (L)COS(VT)] :J-O g iA-ayt dt_,_""” g i+t gt
—00 0
= 1 g (A-at ° - 1 g it
il-a = |iA+a 0
___1 -0 1 (-1 =— 1, 11, 1
il-a iA+a il-a iA+a il-a iAd+a
_—(A+a)+(A-a) _ -2a _ -2a _ 2a
(A-a)iA+a) (A)*-a® -A%-a® A?+a’
[ |l _ 2a
Entonces: ./{ e M} R T

Ademas:

i/"l[ 2 ]:e‘a‘t :>2an-1[ 1 ]:e‘at :></"1[—1 }:e_at

A% +a? A% +a? A% +3a? 2a
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2. Utilizando la trasformada de Fourier resolver y'=4y = f(t)
at it>0 3. Resolver la siguiente Ecuacion diferencial Parcial con las condiciones siguientes
_|e ,SIt 2 2 2
dondef(t)‘{ 0 sit<0 %:azjlj : O<sxs<L, t=0.
' X
Solucion: ac. u(0t)=0, u(L,t)=0
Es un dominio infinito, es una ecuacion de primer orden. u(x,0)=f (x), U, (x,0)=g(x)
El dominio de la Ecuacion diferencial es de (—c0,) es correspondiente la transformada de Fourier d2u(x,t)
T — 2
para (—oo,00). ./S{ ™" } = -2 7f{u(x,)} =[u(0,t)-u(L t)costr )
Tomando la transformada de Fourier: , ,
A y-ay} =A10)} , es un operador lineal /E{ d_tg} :d_tL; Z{ux )}
= Ayt -4-{y} :jw f(t)e Mt
o - /‘{ dzu}_ A% 7{u} ~[u (0t)-u, (L,t)cosar )|
Yy o AT - —i At —4t i At . S (= —1 U (U, L) = U (L,
=id]{y}-47{y} L”Oe dt+'[0e e dt ] dx? e
=0
= /‘{ y} (| A _4) — J‘wef(4+i Mt dt Se tiene U(O,t) = O, U(L,t) =0
° 1 Si es derivadas parciales las condiciones utilizamos la .. , entonces utilizamos la .7
= Ay} iA-4H=-———e® M|
ha-ay=-gge ™, g : :
gpdul_du o ]pdu :>d— s{u} = a/du
= Ay} (iA-2)= - [gi b gl *ldez [T de? 0| dxd dt? dx®
A+iA| T T 42
= Ay} A-a)= 1 :Wg/;{ u} =a*[-A* Z{u} +A[u(0,t)-u(L t)cosor )|
*iA Como: u(o,t)=0, u(L,t)=0
_ 1
= Ayl
(iA+4)(iA1-4)
1 =7 {u}——aﬂs{u}: s u} +a®2* i{u} =0
> A =rp .,
(i) -4 Es una ecuacion linea homogénea de 2do orden, por el polinomio caracteristico, sera:
= Ay} =-—1 r*+a’A* =0 =
sV A% +16
Aplicando la transformada inversa: Luego:
! L Y _ et 1y 7{ u} =C,cos@it )+ C,sergdt ) | - I
y=.7 - == =- =-——e s 1 2
A% +16 A2+ 4° 2(4) 8
Donde; A “hr_nn AV =

L L
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Calculemos C, y C,.

_ _ 4. Resolver la siguiente Ecuacion diferencial Parcial con las condiciones siguientes
Como: E/S{ u(x, 0)} =,/S{ f (X)} du  du
E:W 0<x<3 , t=>0.
I u(x,t); =C cos@iAt +C,sergit = .74 f(x); =C,cos(0}+C, sen(0xC
{ uD} =C cos@t )+ C, sers { f9} =Cicos(Op C, sen(0x C, 2o UOO=UEN= 0
Por lo tanto C, =% f ()} (x.0) X ,si 0<x<1
u(x,0)= . ,

d _ | d _ 0 ,si 1<x<3
a,/S{ u(x,t)} = ,/S{au(x,t)} = 7 u ()}

Solucion:

Es la transformada de Fourier de senos
i/g{u} =-C,aAsen@it }raAC, cosgit | Sldul _ [ du
dt Csldt 7% dxe
= J{u(xt)} =-C altsen@it }alC, cosiit %/;{ u} =-2% %{u} +A[u(0,t)-u(3t)costr )

J{u(x,0} =-C,atsen(0}aAC, cos(C pues U, (X,0)=g(x)

Como: u(0,t)=u(3t)=20
J{ 9(x} =aAC,cos(0)

= - Au} =4 A{u)

Luego: C :_1 /{ (X)} Es una Ecuacién de ler. Orden de variables separables ordinarias.
g 2 s1 9 _
at d.7f{ u}

=-A%dt
En consecuencia en (1) :

_ _ 1 Int do:
J{ux )} = 4{ f(x)} Coseit )+§,/S{ g &)} Csergt n Zgrj;r% S} 2 2 N
—2 2 = -A%dt = Ln(.4 = )%t+C = 7ful =’
Como se utiliza senos entonces utilizaremos la inversa de la transformada de senos. J. ./;{ u} I = n( S{ u} ) = S{ u} €
u(x,t):%j: F< (1) sen@x )dA :]—ZTIO"’./;{ ukt) semx A = {u} =e"@° = Z{u} =Ccre
u(x,t) :7%'[:[_/;{ f(x)} [eos@it )+£,/g{ g &)} CsergAt } senlx dA Calculemos C'.

Jfux0)} = th seng x )dx+L3 (0) cos{x dix

J{ux0)} = th send x Ydx  Por el métodos de partes i = X dv =sen@x Jdx

dy =dx v:—%cos(/]x)

J{ux,0)} = —jlx cosf x’) +;1J': cos{ x Jix
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= Jfux0)} = —;1 cosg )+/]—12 semf x |j

= Jfux0)} = —;1 cosf )+/]—12 senf

como:  Auxt)} =CE" = {ux0)}=Cce’®= {ux0)}=C
1 1

= C'=-—cos{} }+— sen
5 cos )+~ send

= C'=/]—12[sen(/l >-A cost )

1

F[sen(ﬂ > cosf

Entonces: Jfu} =

Luego, la integral de Fourier de senos y formula de inversion es:
u(x,t) =EJ.°° 7 u(xt)} sengdx)dA
’ T 0 'S ’

_E ”i -A2t
= u(xt)= njo /]Z[sen(A FA cos{ De*t sed dA

2& 1 nr\ nm [(nm -(M)Zt iz
= u(xt)== serf — |-— cos— ||e't’/ sdn—x |AA
(1) ﬂnz_;'ﬂznz{ r('-j L ELH L j
L2

2 F [ _(nm\ nT_[(nm *"ZTZ”Zt nir
= u(xt) —;Eﬁ_se{?j = coE—gﬂe se(n—axji-%

23) 1] (nm) nm_ (nm\] " (nm
= u(x,t)=—>=>» —|sen— |-— cos— ||e ° sen—Xx
(x0 nzénz_ {3j 3 E3ﬂ 3

EJERCICIOS
1. Resolver la siguiente Ecuacion diferencial Parcial con las condiciones siguientes
d’u _d%
— = > s 0<x<L , t=>0.
dt® dx
ac. u(Ot)=0, u(L,t)=0
X
u(x,0)=x, ut(x,0)=E

2. Resolver la siguiente Ecuacion diferencial Parcial con las condiciones siguientes
du _ . d%
—=2— , ac. 0Osx<2, t=0.
dt dx
u(o,t)=u(2t)=0,

u(x,0) =10 sen(4rx



