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Interpolacion y aproximacion
polinomia




Definicion

Un polinomio de grada es una expresion de la forma:
P(X) =ax"+a, X"+ ... t{aXx + &,

Donde a,<> 0

Suponga quéesta definida y es continua e Ip]. Parag > 0
existe un polinomid® definido en @, b], con la propiedad de
que

f(X) — P(X)| <g, para todx en [a, b]




Desarrollo en series de Taylor
Seaf(x) = e

Desarrollando en serie de Taylor alrededox ded

P(x) =1 P,(x) =1 +x P,(X) =1 +Xx + x2/2

PiX) =1 +X+X22 +X36  P,(X) =1 +x+x2/2 +x3/6 +x4/24
Pc(X) =1 +x+ x4/2 +x3/6 +x424 +x°/120




Valores dexx

Valores de las aproximacionese@aon polinomios de Taylor

PO() p1(x) p2(x) p3(x) p4(x) pPS(x) exp(x)

. 00000 -1.00000 . 00000 -0. 33333 33333 0. 06667 0.13534
. 00000 -0.50000 . 62500 0.06250 27344 0. 21016 0. 22313
. 00000 0.00000 . 50000 0. 33333 37500 0. 36667 0.36788
. 00000 . 50000 . 62500 0.60417 60677 0.60651 0.60653
. 00000 . 00000 . 00000 1.00000 00000 1. 00000 1.00000
. 00000 . 50000 62500 1.64583 64844 1.64870 1.64872
. 00000 . 00000 . 50000 2.66667 70833 2. 71667 2. 71828
. 00000 . 50000 . 62500 4.18750 39844 4.46172 4. 48169
. 00000 . 00000 . 00000 6.33333 00000 7. 26667 7.38906
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Expansion de Taylor paraxi/
=3 (-3 (x-9)’




Interpolacion polinomial de Newton

Revisaremos solo algunos casos: lineal, de segundo grado y d
tercer grado.

NN




Interpolacion lineal

Utilizando triangulos semejantes

f(x) = F(%) _ f(%) = f(%)

AT 0 AT %

Reordenando




Ejemplo

Estimar In 2 mediante interpolacion lineal siInDyIn 6 =1.791759y In 4 £.386294

109 1(x)+ L ey

. 1.386294- ?2_ Valor real In 2 = 0.6931472
=1l

f(2) = |n1+%? 2-

1) = 0.358351!

f,(2) =In1 ) = 0.462098

Error relativo porcentual = 33.3%

Valor verdadero




Interpolacion cuadratica

Polinomio cuadratico
f2(X) = By + By(X = Xg) + By(X = Xg) (X — Xy (1)

simplificado

fo(X) = by + byX — byXy + b,X2 + boXy X, — boXxy — boxx
Podemos escribirlo como

f(X) = 8y + a;x + ax?
Donde

8y = by — byXg + DXy Xy, &1 = by — byXo— byXy, a=b,
Podemos evaludy, b, y b, sustituyendo,, X, y X, en la ecuacion (1), se obtiene

by = (%)

f(x,)—f
bl:f(x1)_f(xo) (xz—xl(Xl)
X%




Ejemplo 2

Calculemos In 2 conIn 4y In 6, los punto que@®ocen son:
%=1 f(xp) =0
X, = 4 f(x,) = 1.386294 25
X, = 6 f(%) = 1.791759 2
Aplicando las ecs. anteriores Valor ve
bp=0
b, = (1.386294 0)/(4— 1) = 0.462098
b, = ((1.791759 — 1.386294)

/(6 — 4) — 0.4620981)/(6 — 1)

=—-0.0518731

" Estimacion cuadratica

Eétimadién lineal
El polinomio es

f,(x) = 0.4620981X— 1) — 0.051873X— 1)(x — 4)

f,(2) = 0.5658444 Valor real In 2 = 0.6931472

Error relativo porcentual = 18.4%




Forma general

Polinomio general

f0(%) = by + By (X = Xg) +...+ by(X = X) (X = Xy)... (K =X, 1)
Los coeficientes se calculan con

by = f(Xo)
by = f [Xq, Xl
D, =1 [X5, Xg, Xl

B, =1 [, X0 Xy -1 X1, Xl
Donde los paréntesis cuadrados se denomilf@nencias divididas finitas

La n-ésima diferencia dividida finita es:

F X XasoX] = [ Xt X000 4]
X, = %

Se conoce compolinomio de interpolacion de Newton en diferencias doed

F[ X0 Xygseen X0 %] =




Ejemplo 3

CalculemosIn2conin0,In4,In 5y In 6, los)puque se conocen son:
= f(xp) = 0
X, =4 f(x;) = 1.386294
X, =6 f(xg) = 1.791759
X3=5 f(x,) = 1.609438
primeras diferencias
f Xy, %] = (1.386294 — 0)/(4 — 1) = 0.4602981
f X%, X] = (1.791759 — 1.386294)/(6 — 4) = 0.2027326
f X3, X5] = (1.609438 — 1.791759)/(5 — 6) = 0.1823216
Segundas diferencias
f [%,, X1, Xo] = (0.2027326 —0.4602981)/(6 — 1) = —0.05187311
f[X3, X0, X] = (0.1823216 — 0.2027326)/(5 — 4) = —0.02041100
tercera diferencia
f [X3, X0, Xq 5 Xg] = (—0.02041100—(—0.05187311))/(5 — 1) = 0.00786552

Polinomio

fi(X) = 0 + 0.460298K— 1) —0.0518731k(~ 1) X — 4) + 0.0078655289( 1) (x— 4) X — 6)

Valor calculado con el polinomio
f3(2) = 0.6287686




Ejemplo 3 (cont.)

2.5

2

Valor vel
1

0.5

0

Estimacion cubica
s ‘ 6 7 8




Estimacion del error

Para estimar el error requerimos de un datos ras. La
siguiente formula puede utilizarse para estimar el error.

Rr =1 [, X 11, Xp oo0 Xgu Xg] (X = Xg) (X = Xp)... (X—=X,)




Interpolacion y polinomio de
Lagrange

Se trata de encontrar un polinomio de gradjoie pase por los

puntos X,, f(Xy)), (Xq, (X)), -.. &, f(X,)), S€ construye un
cocientel . (x,) con la propiedad de que

L..(x) =0 cuandd zky L, (%) =1

Se requiere entonces gue el numerador contenga

(X=Xg) (X—=Xg)... (X=X )(X—Xg)-. X—X)

El denominador debe coincidir con el numerador cuarex,.

L (x)= (x=3)(x= %) (x= )0 %) Q) _
" = %) (5= 1) O k) (O k) (- Q) L




N-ésimo polinomio interpolante
de Lagrange

Teorema

Si Xy, Xq, Xy, ... X, SON N+1 numeros distintos yf|s una funcion
cuyos valores estan dados en esos numeros, entonces existe
polinomio de grado a lo mas n, con la propiedad d

f(x,) = P(x,) para cadk=0, 1, 2, .n

Este polinomio esta dado por

donde

L (x) = X)X ) (x )
M 6= %) Ok = %) (O %)




Aproximacion a 1/x co
Interpolantes de Lagrange

Usaremos x= 2, x, = 2.5y % = 4, para obtener un polinomio de grado
2 para 1/x. f(¥) = 0.5, f(x)= 0.4y f(x,) = 0.25.

Los polinomios de Lagrange son:

L o(0)= (x=29(x=9) _ 65+ 10

(2-09)(2- 4

. (x=2)(x-4)

(=4x+ 24 x- 32

n,l(x) (25-29)(25 4 3

_(x=2)(x-2.5 (x+49x+ 5
LIPS Ry VP PRP Y R

P(X) = 0.5*((x=6.5X+10)+0.4*((—&+24)x—32)/3+ 0.25*(K + 4.5%+5)/3
P(x) = (0.0% — 0.425% + 1.15 = 0.0% — 0.425 + 1.15
f(3) =P(3) = 0.325




Aproximacion a 1/x con
Interpolantes de Lagrange

P(x) = (0.05— 0.425% + 1.15
f(3) =P(3) = 0.325




El error en la interpolacion de
Lagrange

El error en la interpolacion de Lagrange puede calcularse
con




Algoritmo en Matlab

function fi = Lagran_(x, f, xi)
fi=zeros(size(xi));
npl=length(f);
fori=1:npl
z=ones(size(xi));
for j=1:npl
If i~=j, z = z.*(xi - x()))/(x(1)-x()));end
end
fi=fi+z*f(i);
end

return




Calcula coeficientes de,(x)

%Calcula el polinomio interpolante de Lagrange
de grado 2

function [a,b,c] =
Lagrange(x0,x1,x2,fx0,fx1,fx2)

t0 = (X0 - x1)*(x0 - x2);
tl = (X1 - x0)*(x1 - x2);
t2 = (X2 - x0)*(x2 - x1);
a = fx0/t0 +fx1/t1 +fx2/t2;

b = -fxO0*(x1 + x2)/t0 - fx1*(x0 + x2)/t11 -
fx2*(x0 + x1)/12;

Cc = fXO*x1*x2/t0 + fx1*x0*x2/t1 + fx2*x0*x1/t2;




Comandos de Matlab

poly(r ) — toma un vector con las raices de un polinomio y
genera el polinomio

poly([1 2 3]) =1-611-6
roots(1 -6 11 -6 )=321

polifit(x,y,n ) — genera un polinomio interpolante para los

datos x, y de grado n, x y y deben tener n+1 datos

polyfit([1.1 2.3 3.9 5.1],[3.887 4.276 4.651 2.117]
ans =

-0.20145 1.43852 -2.74771 5.43700
El polinomio es

-0.20145x"3 + 1.43852x"2 -2.74771x + 5.43700
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