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ORTOGONALIDAD DE FUNCIONES COMPLEJAS

Definicién:

Diremos que un conjunto de funciones complejas f (t) donde f: (a, b) — C esortogonal en el

intervalo (a b>

J' f (t)[f (t) dt =r, [d,,,, donde: f_m(t) es el conjugado complejos de f_(t) y

O, es el delta de Kronecker

Ejemplo: f (t)=€m?" =cos(mayt }+i senmawyt

f (t)=e'™*' =cosmayt )-i senfaw,t

Ejemplo:

UNIVERSIDAD NACIONAL DE SAN ANTONIO ABAD DEL CUSCO roborque o connode nnes compes{ 7'} 0D e son s e prit

FACULTAD DE CIENCIAS QUIMICAS FISICAS Y MATEMATICAS T'=2p, es un corjunto ortogoralen (~p. )

DEPARTAMENTO ACADEMICO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA Solucién:
i J‘P dnat Idt =J‘p gnat gt :;ein%l :;[ein%p_efinabp] :_p[ inmT _ |nn]
-P -P Ina . Inay) Nt
E@H E@ @E F@@@H E@ __[( l) (_1)] 'donde: e_i”:einz_l y .
Ini
i) Sinzm
J‘p gnat DW dt :J‘p g nabt [rimant =J‘p g @on-mt g — : 1 g @(n-mt
- - - i @ (n-m) .
=- 1 [e' @, (n-m) p _e—i wo(n—m)p] =- 1 [ei (-m7 _ i (n—m)n]
. Guilllermo Mario Chueuipema Pacheco ey (n-m ' & (n-m)
1 i (n= Si -
= [dmr g (rmr] ‘—[( H-(-1] = donde:
i ay(n—m) i ay(n—-m

iii) Si nzm
2010

[ ereme e di=[" em et dt=[" e dt=" di=t,=2p=T.
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SERIE DE FOURIER EN SU FORMA EXPONENCIAL

RECORDANDO:
. i eix +efix
€ =cosx )+i sen x) cosx =
; iX _e—ix
e =cos)-i sen sen(x) = 5
1
También se tiene: €™ =e?" =1 y ge"=¢g"=-1
b . gkx b i . .b ir - .
Ademas, se cumple: I dkxdt == =——¢k| = —[e‘kb —e'ka]
a ik k a k

a

LA IGUALDAD DE EULER

Si hacemos: | @), =

P

Como: €"®* =cosfiX )+i sen iwyx ), se tiene que es periddica, de periodo T =2p,

el n oy x _e—i n oy x
2i

einabx +e—i n ay x

5 sen( Ny x) =

Ademas: coy nay x) =

Sustituyendo en la Serie de Fourier:

o o inapt -i napt inapt _ -1 napt
f(’t):%+Z::in(:os(n%t)+bn senft :%+Zar1(e +2e j+bn(e 2.e ]
n=1 s i

i+i|:($+&]ein&bt +[3_&]e—in%t:|
2 =HIL2 2 2 2

5 (53]
2 2 2 2

2
%; C:an_lbn_ c 34_|bn

"2 27 "2 2

Llamando: G =

Reemplazando:

f1)=C,+Y(C, €t +C, &) =C,+ 3 (C, @)+ (C, e )
n=1 n=1 n=1

s Sl ) Sl )= Ble e e, ¢)

n=1 n=-1 n=-1 n=1

f=3(c, &™)

* A esta serie se le conoce como "Serie compleja de Fourier de f(t)" o
"Serie exponencial de Fourier".
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Veamos ahora el coeficiente de Fourier en su forma exponencial:

_a, ib _1(1c» (L dee
C, = _E(BI'P f (t) cosuat )dtj—l E(EI‘Pf ¢ ) senfayt ﬁit]

:Z_:LpIPP f (t)[cosuagt =i senfayt ot

1 ~
C, ZZ—JD f(t)e'"@" dt | Coeficiente de Fourier en su forma exponencial
p -P

NOTA:

« Las series exponenciales y trigonométricas de Fourier no son dos tipos diferentes de series,
sino dos formas distintas de expresar la misma serie. Se pueden obtener los coeficientes de
una de las series a partir de la otra.

« Se puede escribir, pues f(t)e'"®" es una funcién periédica de periodo T =2p, por la

propiedad: C, =2i'[:°+2p f(t)e'"" dt | donde t,OR
P

. C, =%(aﬂ +ib,) deacuerdo ala formula tenemos:  C_, =2i'[pp f(t) €™ dt
0i-

¢ Para convertir de serie “Exponencial” a serie “Trigonométrica”

%=c,|; [8=6,+C,=2ReC,)|: [B=1(G,-C,)=-2ImC,) ]

1 .
Donde: C, :E(an =l bn) , ademas tener en cuenta que se considera b, =0
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Ejemplo 01 Como: g =]  y git=gr=_1
Encontrar la serie de Fourier exponencial de la funcion seno rectificada , como se muestra en la
figura. N Se tiene: @ VI ZgAnT G = _q
A f(t) @ @I = gam i = _q
C _A 1 [_1_]]_ 1 [_1_]] _A _2 _ _2 __é 1 _ 1
- t= "o2m\ (2n-1) (h+ 1) 2m\ (2n-1) (h+1) m\(2n-1) (n+1)
- . - ° ! ? ; Al 2 2A
\ =—— 5 = Cn =
mlan? -1 m(4n” -1)
Solucion:
La funcion f (t) = Asen(/t) esta definido en 0<t <1, ademas la funciéon es periddica de periodo Ae. 1
1 20 T Reemplazando en (0) ft)=—— > €’ "™ | La serie exponencial de Fourier.
T=2p=1= p== luego @y =—=— = =2 TS A -1
2 T p
Por otro lado:
La serie de Fourier f(t)y=>.C, " = fe)y=>.c, e [0 _
= = Sin=0 = CO=}'[lf(t)e"(°"‘“ a = cozlesen(m)dt
1’0 0
. o ) 1
Los coeficientes C, se calculan de la siguiente manera: C, = _Acos(ﬂt 1 _ —é[cos(n)— cos(O]) N C, = 2A
T, T T
C =ij‘°+2pf(t) einet gt ,haciendo t, =0, T=2p=1
n 2p t

Luego, se tiene:

_1 1 -2i nt
C, —ijoAsen(nt)e dt

1 elm _e—im - eix _efix
=A|l | —— |e?" dt ., por senik )=
.[0( 2 J P «) 2

:A 1(6—(2n—1)im _e—(2n+1)im) dt

2i 7o

—(2n-1)imt [ _(n+1)im |t _ Ai x

:A_ ¢ . | -_€ : | pues: Je”xdxze_

2| -(2n-Dinm, -(n+1in|, Al

— A 1 —(2n-1)im _ _ 1 - (2n+1)im _
_2i(—irr)[(2n—1)[e( "] (21+1)[e( ) 1]]
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Ejemplo 02 :

Expresar el resultado del ejemplo anterior utilizando la forma trigonométrica de la Serie de Fourier
(Serie Trigonométrica de Fourier).

Solucién :

0 2i nt
f(t) = _2A ez_
T = 4n° -1

s

+ + +
a7 m\ 3 15 35 65

2A 2A eizm ei4m ei 6rrt é 8t 2A e*i 2t e*i 4tt e*i ert e*i grt
—— + + + +... +...
3 15 35 65

2A 4A( cosant cosAt cogth cos8
= + + + +...
/N 3 15 35 65

Utilizando las ecuaciones que relacionan los coeficientes de ambas series:

-2A 2A
y Co =

Como: C=——=—=
(4n° -1) T

Y sabemos que: i:CO ; | an:Cn+C,n:2ReCn)|; | b, =i(C,-C_,)=-2Im(C,) |

2
Entonces:
i = CO = Z_A\
2 V4

_ _ 2A )_  -4A
% =2ReC, )= 2(71(4n2 —1)] C(4n®-1)
b, =-2Im(C,)=-2(0)= 0

Entonces:

_& .\ _& .\ —4A
f)=—=+ cos t)+b senfwt =—>+> ————cosh 2t
== ;an fagt)+b, senfapt == ;sz_l) (.

_2A_4A —100527t+—1 cos4ﬂzt+—1 cos7ﬁ+—1 cogB+:--

T 3 15 35 65
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Ejemplo 03:

Encuentre la serie exponencial de Fourier para la funcion diente de sierra definida por:

f(t)=$t o<t<T , f(t+T)=1(t).

Solucién :

21T

La serie exponencial de Fourier es: f(t)= ZCn gnat donde: @ = e

Los coeficientes C,_ se encuentran a partir de:

_1 T —i nagt _1 T —inapt _1 A -ingyt _A T —inayt
cn_TjOf(t)e dt_TjOf(t)e dt_?jo(?tje dt_szote dt

;
Sabiendo, tenemos: jo tx e®'dt =§(Bt —1)eB‘|;

Si tomamos

— A 1 H -in T
C, _F{(—T%)Z (ingt-1)e""! |O}

A 1 . —in . —in
:F(—T%)?[ (_ln%T_l)e %T_(_lna)o(O)_lﬁ %(O):|
A1 . N _om
S Gyl CnaT-ve ] g =T
A1 [ o om iy
=L = EnZrone T+
T2 2
P |
T
A 1 [ . om -in?7
=2 = N inDr-ne T 41,
T? 2 T
(—i n2ﬂj - -
T
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:A;z[ (min2z-1)e’"*" +1] , e =1
(-in2m)
A1 (cinem=A-t =R = A pues i=e?
(—in2ﬂ) -in2mr n2mr n2m
= Cn=ie|7
27m
La serie exponencial de Fourier sera:
o (AT AS1 .” 2
fR) =y —e2 |d™ = e2 et = 21 2 @@t donde: ===
® ;(2771’1 J Z 2 n “ T
[1 nt]
= f(t)——Z— ,
Calculemos C,
_ 1t _1.7A _ AT Alz_iz_
co_?jof(t)dt_?jo?tdt_Fjotdt_T—Et O 7= (T°-0)
= CO:A
2

OBSERVACION:
Otra forma de obtener el coeficiente de Fourier, es pensar que una funcion periédica f(t) de periodo

T =2p y es expresado como f(t)= Z c e

1. Utilizando la propiedad de Ortogonalidad de funciones complejas, podemos determinar los
coeficientes de Fourier:

Solucién:

Alafuncien f(t)= > c,e" lomultiplicamos m. am. por € '™

n=-c0

f(t) &—im%t :( Z Cneina)otje—imwot

n=-co

Integrando:

J:pp £(t) @ mat gt = J‘Pp(n_zm Cneinabtjeimabl dt = z c, ,[,ppei @(n=mt 4 — cT

n=-oo
Espejando:

cnzljp ft)@ ™ dt = cn:ijp f)@ ™ dt
TJ-p 2pe-p

2. Deducir lo coeficientes de serie de Fourier del tren peridédico de impulsos unitarios

a(t)= Z 3(t-nT) = Z c, &"!

n=-oo

> e[ a0E e a=T ] s d=te | =2

—|||—\

@(t):id(t_m:%ieiw N dr(t):?lieiw

3. Tenemos & (t) :?1 > et

= dr(t) :%[iein%l +1+ i ein%l:| :%[iein%l +1+iein%t:|
n=1 n=-1 -

n=1

:?1(1+i[e‘”%‘+e“”“’°t]j [1+ Zi[ '”““+e"”“’°tD :?1[“ 2icos@%t)j

n=1

Por lo tanto: o (t):?l+?22 cosiapt)
n=1
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Introduccién

Se sabe que la Serie de Fourier constituye un poderoso instrumento en el tratamiento de diversos
problemas que implican funciones periddicas. Sin embargo, muchos problemas practicos no involucran
funciones periddicas, por lo tanto es necesario desarrollar un método de analisis de Fourier que
incluyan funciones no periédicas. Luego estudiaremos la representacion frecuencia de funciones no
periddicas por medio de series de Fourier.

INTEGRAL DE FOURIER

Definicién:

Consideremos una funcién f definida en continua por tramos, es absolutamente integrable en

(—o0, ), es decir: J.:| f(t)|dt <o (Existe)

Nota: Cuando es absolutamente integrable, se puede calcular el area.

Recordemos la serie de Fourier:

f(t) =%+§:ah cosfiat )+b, senfat
n=1

1¢p 1o 1o
=—)_, T(x)ax, == f dx, b==[ f d
a=s[, Tk, a =[] (0 coshax)ax 517, 109 sentaaxox

Reemplazando, los coeficientes a,, a, y bn, se tiene:

f0) =2_1pj_pp f(0) d“gﬁ%fp ¢ (x)COS(n%X)de cosfiwt y[_gj‘_"pf & )sem(w,x @(] sengug }
:%j_ppf(x) dx+g—rl)j_ppf(x) [cosfraat )costax ¥ semwyt )semtux | 9ix

= %.[_pp f (x) dx+ ni%'[pp f (x)cos(nay [t —x]) dx

N f(t)=%jppf(x)dx+i%jppf(x)cos(n%[t—x])dx

Hagamos:
L 1S mee Vs
f)=—| f(X)dx+=>) —| f(x)cog n—|t—x] |dx
=3[, 100 dc SB[ fgcod nlid|
Llamando: A= nr
p
- _n _ ((n+)mT nm)_m
También: A, =— Pues: M, =, A =|—————|=—
p p p p

SERIES DE FOURIER 12 CAPITULO 5

£ =%j_"p £(%) dx+]_1TiMnj_"p £ (x) cos{ A, [t - x1) dx

Haciendo, ademas el siguiente cambio: F,(,)= jp f(x) COS(/\n [t- X]) dx
-pP

I 1
f(t)—zpj‘ipf(x) o|x+ﬂ;Fp(/1n)Mn

Tomando limite, p — o

I 1. <
f(t) = mzpj_p f(X) dx+ ”g[nm; F(A) B, (D)

Como f es periddica definida en (—c0,), ademéas, f es absolutamente integrable

. 1 ¢r o 1 P L _
a) m{z—pjp f(x) dx}—lggl(z—p][?)[nw ~f() dx=0 ELO f(x) dx=0

un ndmero

b) Llamamos: F(A,) =lim Fy(4,) = [~ t(xcos(,[t=x]) dx

pues: AA, =

c) Si poo = AA, - 0;
p

Por lo tanto, en (A), tenemos:

1, e 1. &
(1) ‘;L‘E’lé Fo(A,) O, ‘;A'L”lo; F(A,) O,

G 18
Por lo tanto, (A) escribimos: f(t)_l_TALInnJOZ;F(/‘”) A, Q)

Analizando la expresion, se tiene: AA, — 0, por lo tanto dicha sumatoria es una integral (area) desde
O hacia el o

F(A) ]
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NOTA:
1. Si f esuna funcion par, entonces el producto f(t)cost es una funcion pary f(t) ser(a)nt) es
una funcién impar:

podemos escribir: f(t):]—lT [TF()da Luego: A1) = [~ f(x)cosx)dx= " f &)cosx Hx
B(A) =j f(x)sen@x )dx = C

Luego la integral de para este caso es:

Es decir: f(t)= lj: F(A,) dA, como ya no depende de n,
T

De ahi que la expresién anterior se escribe:

f(t) =71TJ.: U_Z f (x)codA[x~t]) dx] dA | Llamado integral de Fourier

f(t):zjw(r f (x) cos(Ax )dx| cosqt ¥
Vi 0 0
OBSERVACION:

1 pof peo
ft)= ;J.O Uﬂ f () cog(A[x~t]) dx] dA Llamado integral de Fourier de cosenos
AN )
== f(X)|cos(Ax)cosAt } semx )seddf |dix|dA
HJO L° ( )[ (Ax)cosfit ) senx ) (]d 2. Si f esunafuncién impar, entonces el producto f (t)cost es una funcion impary f(t) ser(/lt)
=ij°°(f f (x)[cos(hx ) cos@t pdx+jf° f &) semx )sev](]()lx)d/l es una funcién par:
o0 \7e ° Luego: A(A) = j f (X)cos(Ax)dx = O
LT - -
'77.'.0 _.L, f(x)cos(/lx)dx} cosqt ){Lf X )semx dx} sen )id/l B(/])ZZIO f (x)sen@x Ydx
Luego la integral de para este caso es:
Llamando:  |A(4) = [~ f(x)cos(ix ) ; B() = [ f(x)sen(ix )i
_ 2 00 o0
Entonces. == jo (jo f (x)sen(x )dx | senqt JiA
1 00
f(t) =77.[o [A(/‘)Cosﬂt Y B @) senft ])(M Llamado integral de Fourier de senos

Llamado integral de Fourier en Senos y cosenos

f(t)= %j:[A(A)cosat )+B () sendt dA

Donde:  A(4) =" f(x)cos(Ax)dx; B(1) = [~ f(x)senfx )x
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Ejemplo 01:

Escribir la integral de Fourier de la funcion: f(t) = gl

Solucién
Graficando se tiene: A
o e' ,st=0
1 fO=1", _
e ,st>0
e gt
v
La funcién es par = B(1)=0

La integral de Fourier sera: f(t) = EJ.: A(A)cost )dA
T

A(A) = ji f (t) cos(t )at =  A)=2 I:e" cos@t )dt

| = I: e coslit )dt

= Por el método por partes: u=¢" dv =coslt )dt
du=-e"dt v= sen(At)
A
Jme’l cos(it )dt :e"M +ljwe" senft ot
0 o A0
=  Por el método por partes: u=g" dv =sengt )dt
_cos(it)

du=-e"'dt V=
A

o _ . sen@t }* . cosft [j o _
e'cospt)dt ="' = +-| -t —= ——7 e'cos(it)dt
(e cospit) J 1 j{ . ‘ il @)d}

0 0

Agrupando, se obtiene

= (1+/]—12j _[: e cos(lt )dt =/]—12

A2 +1) o 1
[ e ]J.Oetcos(/lt)dt=?

o0 _t _ 1
= IO e cos@t )dt_/]2+1
Por lo tanto: A(A) = 2
A7 +1
En consecuencia: f(t)= lj‘m(ij cos(t )dA
mlo\ A% +1

_ 2 = Ccos(t)
f(t)_ﬂjo o

Integral de Fourier.

De lo anterior se puede deducir lo siguiente:

et :EJ‘“’ cos(lt )d/l

Como: —_—
90 A% +1

Si[t=0 gl =EI°°—COS@ (o))d/l = 1=E m—d/l = Iw dA
o A%+1 90 A2 +1 0

n

=1 ot = 2 [~ cosd (1) o _2ecos(d) ~ cos@l )
si[t=1]e _ﬂjo e W= e[ Td = [ et

2241 2
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Ejemplo 02.

Escribir la Integral de Fourier de la funcion: f)=u(t+a)-ut-a ,a>0

Solucién
Graficando se tiene:

A (1)

f(t):{cl) ’S?|t|<a

sift]>a

La funcién f(t) es par = B(1) =0.

La integral de Fourier sera: f (t) = %j: A(A) cos(t YdA

A) = [ f(t)cos@t )t

A1) =2 T @) cosgit )dt = 2“06‘ (@ cos@t )t + [~ (0)cost wt} =2[" cosqit ot

:2wa A= ,senda)
Luego: i
(=2 (2 eospiyan = [ 1=2] ey,

Como: f) =u(t+a)-ut-a)
si[t=0] u(0+a)-u(0-a)= j Se”@a)cos‘l O

1:Eonsen@a)dA
7T0

»sen@pa) V4
——dA==
= |l >
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INTEGRAL DE FOURIER EN SU FORMA EXPONENCIAL

Dada una funcion f definida en (—o0,0) con la propiedad de ser absolutamente integrable,
Entonces la integral de Fourier es:

ft)=— I:U_Zf(x)cos@ (x—t))dx}d/l

En la integral de Fourier, el integrando  f (X) cos@ k—t)) con respecto de A es funcién par y luego

existe la integral J._oo f(x)cos( k—t)dx, pero el integrando f(x) sen@d k-t )) es una funcién con

respecto a A, por consiguiente: f f(xX) sen@d k—t )dx = C, luego la integral

Entonces, i %j:“i f(x) seng K-t )dx} di= 0

f(t)=7iT :U:f(x)cos(/l (x—t)dx} d/l-i%jj“if &) send X—t ﬂx] dJ

—7% (I f(x)[ cos@ k-t )-i senf x-t )]dx)
= “( f(x) g0V dx) dA
7790
=1 OW(I f(x)e'* et dx) dA
Por lo tanto: f (t):l_]:[jom(jz f(x) e dx) a1t dA

También se puede expresar de la siguiente manera:

f(t)=%1'[:o(.[: f (x) e dx)é“ dA

Las dos expresiones anteriores son llamados integral de Fourier en forma exponencial.
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TRANSFORMADA DE FOURIER

Definicién:

Sila funcién f(t) es una funcién definida en (—o,) con f(t) absolutamente integrable, se
tiene que la integral de Fourier en su forma exponencial

f(t) :%Tj";(f; f(x) e dx)e”‘ dA

A la integral J.jo f(x) €'"* dx, se llama la Transformada de Fourier de la funcién  f (t)

que es denotada por F(A)

Es decir: FO)=[" f e dx

Ademas a la expresion:

f(t)=2iJ.wF(/])e”t di |, se le llama Formula de inversion para la
]T—OO

transformada F(A).

NOTACION:
Denotaremos la transformada de Fourier 6 Transformada de Fourier de f (t), con: 7{ f(t)}

Es decir:
A} =F) = [ f(9 e dx

La expresion .7 ’1{ F(/l)} se utiliza para indicar la transformada Inversa de Fourier de F(A)

7 HEW)} = @) :%TI:F(A) é’ dA

A ambas expresiones se conocen como par de transformada de Fourier.
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TRANSFORMADA DE FOURIER DE SENOS Y COSENOS

Dada funcién f (t) es una funcién definida en (—,) con f(t) absolutamente integrable, se
tiene que la integral de Fourier, en la llamada integral de Fourier en Senos y cosenos

f(t)= ]—:;I:[A(/])cos(/lt )+B () sendt dA

Donde:  A(A) =" f(x)cos(Ix)dA; B(1) = [~ f(x)senfx )ax

1. Si f esuna funcién par
Setiene: A(A) = jf° f (X)cos(Ax )dx (existe)
y B(1)=0

1 0
A la siguiente integral se le ha llamado integral de Fourier de cosenos:  f (t) = —JO A(A) cost YdA
T

La integral dado por A(A) = J._oo f (X)cos(Ax)dx, se le llama transformada de Fourier de Cosenos

y es denotado por F(A) . Es decir:

F. (A):j_”; f (x) cos(Ax )dx

Luego la formula de inversion de la transformada de Fourier de f es:

f () =]—1Tj0 F.(A)cos@t)}A | o6 | f(t) =%Tj F. (1) cosft )A

2. Si f esuna funcion impar
Se tiene: A(A) =0

y B()= jf° f(x) sen@x)dx (existe)
A la siguiente integral se le llama integral de Fourier de senos:  f(t) = J.: B(A) sen(t XA

La integral dado por B(A) = J._oo f (X)sen(Ax )dx, se le llama transformada de Fourier de senos y

es denotado por F¢(A). Es decir:

Fs() =] f(x)sen¢ix ox

Luego la formula de inversion de la transformada de Fourier de f es:

f(t):l—lTj;° F.()sengtdr | ¢ | f(@) :%Tj"; F. (1) sen@t YA
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PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE |

ﬂean las transformadas de Fourier f{ f(t)} =F(1), f/{g(t)} =G(A), ademas \

a,  son constantes arbitrarias y /10 es una constante real

1. Aat®)+Bot)} =a A1)} +8.7{ot)}
2. J{f(at)} :iF(ij

la] \a
D) =F(=2)
Aft-t)} =F(A)e'
AtOE ) =FU-A)

o o~ w

S F@)) =270 (- 1) /

1. Esta primera propiedad se base en la linealidad de la integral.

.

Demostracion:

»/‘{af(t)_i-ﬁg(t)} :I_Z [a'f(t)+,39(t)] e gt :Jt: af(@) @™ d’[+J‘_°:o Lot) &' dt
:aj-j;f(t) @ gt +ﬂf:g(t) @i dt :a_/‘{ f('[)} +ﬁ7{g(t)}

2. 7{f(@)} =L, f(at) @' dt

u du
Haciendo el cambio de variable: at=u |, t=— = dt=—
a a

Respecto de los limites de integracion, donde se tiene diferentes casos:

a) Si a>0 y to +o = at - +oo = U - +0o,
t> -0 = at - —oo = u— —oo,

a a
b) Si a<0 y t-o+0 = at- - -  Uo -,
t> -0 = at — +oo = U — 4o,
- -2 © fiiu
At@} =] fuee A"*%:—l.[ f(uye @ dt:—iF[ij
e a a’— a a
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2

De los casos anteriores, se tiene:

At@) == F

|a
3. Tomando en la propiedad anterior, se tiene:

_ 1 A _
L E(-) :—F[—j =F(-1) = L) =F(=A)
4. En {f(t-t,)} =j f(t—t,) @ dt
Hacemos el cambio de variable = t=u+t, ,con dt=du

Respecto de los limites: t > 40 = U — oo,
t 5 -0 = u- —oo,

At} =] fue P du=[" fu)e et du=e " f(u)e du
Tomando extremos: f/'{ f(t —to)} =F(A)e'"
5. De la definicion:
AtoEr ) =" [foEr Jed=]" f@e " d=F/A-4)
= ATOE ) =FU-A)

6. Por la formula de inversion para la transformada F (1)
1 (e .
ft)y=—| F(A)€" dA
=] FO)
Reemplazando t por —A, yademas, A por t se tiene:
f(—/l):zijw Fie™d = 2ntdEA)=[ Fe)e d=-{F@)}
v/ -

=  J{FW®} =27 (-1)
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PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE I

/Sean las transformadas de Fourier . { f ()} =F (1), \

1. Si: lim f(t) =0, entonces:

t - too

A O} =i AFQ) =i A AT}

2. Si I:of(t)dt=F(O)=O:> ;f{ j;f(t)dt} =%F(A)=%J‘{f(‘t)}

o dF(A)
3. Fi{tift)} =——=
k {-tifO} == /
Demostracion:
LA tm) =] foedt
Por el método por partes: u=e' dv=f'(t)dt
du=-ide’dt v=f(t)

Atwy=ei +ia[ foedt
lim f()=0 = et =0
AT} =iA[ foe dt=iAF() =i A A O}

OBSERVACION:
AW} =" F=a02)" At}

2. Sea @t)= J';f(t) dt @t =f(t) , Ademas: lim ¢(t) = I:of(t) dt=F(0)=0

Por otro lado, por lo anterior:

AtO}=7Ae0}=idx1) = AA) =%f{ f®} siazo.

SiA=0 = J{j_‘mf(t)dt}:j:qa()l)dt

Cuando:

F(0) =j°; f (t) dt 2 0, se tiene que: /‘{ jt f(t) dt} :% F(A)+TF(0) 5(1)
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3. F)={ f@®)} =j f(t) e’ at

Derivando:
% =;7j: fy e dt=[" f@) (- ed=[" -iAf@) edt={ -iAf ()}
A=) =%

Jean-Baptiste-Joseph Fourier (21 de marzo de 1768 en Auxerre - 16 de mayo de 1830 en Paris),
matematico y fisico francés conocido por sus trabajos sobre la descomposicion de funciones
periddicas en series trigonométricas convergentes llamadas Series de Fourier, método con el cual
consiguio resolver la ecuacion del calor. La transformada de Fourier recibe su nombre en su honor.
Fue el primero en dar una explicacion cientifica al efecto invernadero en un tratado. Se le dedicé un
asteroide gue lleva su nhombre y que fue descubierto en 1992.
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SERIES DE FOURIER
CONVOLUCION

Consideremos las funciones f(t) y g(t), entonces “La convolucion de f(t) y g(t)”,

esta definida por la expresion:

(0 0g®) =~ F()B(t-x) dx

OBSERVACION:
Un caso especial importante es cuando f(t) =0, parat<0 y g(t) =0 para t <0, entonces

F(O0g(1) = [ f(x)m(t -X) dx

PROPIEDADES DE LA CONVOLUCION

/ CONMUTATIVA f (t) Og(t) = g(t) Of (t)
f(t) Dag(t)) = a(g(t) Uf (1))

3. ASOCIATIVA. [ f(t)Og(t)] On(t) = f (t) Ja(t) Ch(t)]

N

La convolucion de una funcién f (t) con la funcion impulso unitario J(t) , da la

misma funcién.

f(t)0A@) = f(t),

5. Demostrar que fOO(E-T)=f(t-T)
\ f(t-t) 05t -t,) = f(t—-t,~t,) /

Demostracion:
1. Aplicando la definicion de convolucion, se tiene:  f (t) Og(t) = Ijo f(X) [G(t —x) dx

t—=x=u, dx=—-du, ademés: X - - = U - 4o
X > 40 = U —©

donde J(t) es la funcién impulso unitario,

Haciendo el cambio de variable:
Luego:
f®Dgt) = [ f(t-u)u) (-du)=~[ " f(t-u)g(u) du= [ g(u)CF (t-u) du=g(t) Of (t)

= f()Og(®) = g(t) If (1)

2. fMOOag®) =] fYgt-x) dx=a| )y~ dx =a(f (1) Oy(t)
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SERIES DE FOURIER
3. Sea: f(u)Og(u) =jw f(x) (u—x) dx

Entonces:

[ () Dg®] Oh(t) = [ [ f (u) Og(u)] th(t - u) du = j“ f(X) [Gu-x) dx] [h(t - u) du

=" (0 [Ej_“;g(u—x) th(t - u) du] dx

Haciendo el cambio de variable: Z=U-X = u=x+z, dz=du

Uo +o = Z - +o0

Ademas:
Uu- -0 — Z - —0

= I F(3) EEI_ZQ(Z) h(t - x- 2) dz} dx
- I_o:o f () gt —x) Oh(t - x)] dx pues:
= (gt Chv)]

gt-x) Th(t=x) = [~ g(2) th(t -x~2) dz

4. Sea: f(t)0o(t) =o(t)Of () por la conmutatividad de la convolucién

= [7 809 F (t-x) dx

=f(t)
= f(t)05(t) = f ()

de la definicion de la convolucién.

por propiedad de funcién impulso unitario

5. La demostracién es analoga a la anterior

f)Oo(t-T)=3(t-T)DOf(t) por la conmutatividad de la convolucién

= [ 8(x=T)F (t - x) o
= f(t-T)

de la definicién de la convolucioén.

por propiedad de funcién impulso unitario

= f)O5t-T)=f@t-T)

Analogamente se prueba:
f(t-t)0d(t-t,) = f(t-t,—t,)
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TEOREMAS
Sean la transformadas ./ { f(t)} =F(A), Aa}=6h v
FHEM}= £, S GM)] = ot)
Entonces:

1. CONVOLUCION EN EL TIEMPO
Af®Don} =AfO}{ g} ¢ A f®)0gt)} = F(A)B(A)

2. CONVOLUCION EN LA FRECUENCIA
FHFA)OGW)} =2rF ) B(t)

AT} :%T[F(A)DG(/])]

3. (LEMAI)
AT0} =F=1)
4. (LEMAT)

[Tt dt:ijw F(1)[G(-1) dA
- 2
5. PARSEVAL Y ESPECTRO DE ENERGIA

© 2 _i © 2
[IRRIG) dt—zﬂj_w|F(/1)| dA

Demostracion:

1 A0} = [T [FO o] e d =[] [ FomE-x dx|e
=[" f(X)U:g(t—x) & dt] ax = [ F([ { gt-x)} Jox
=" f[em e Jax =[ [ 19 e x| B0
=F()GA) =7{f} 1 { gt}

2. 7 FMIEM} =7 [T FB(-x o} =2ij:[j:f(x)us(/1—x) dx | ¢"'d

T
Haciendo el cambio de variable: , A=x+z, dA =dz
Ademas: Ao to = Z - +oo

Ao —0 = Z - —00

- %J”;UZ F()[B(2) dx | & “2'dA = %TI_ZF(X) I e@ @ dz |ax

Sl e [[Le@e afac= [ Fooe o[ @@ ]

=2n[ij°;F(x)e‘“ dx} [2—;"26(2)‘“&} = 2770F (t) [ ()

21T
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3. De la definiciéon de transformada de Fourier y propiedades de niumeros complejos, tenemos:
ATO=["foe"da=["f0 " d=[" fOE" d=]" f@r " d=F)

4. Por el teorema de convolucion de la frecuencia anterior, se tiene:

ATOEO ) =5 FOIEM] =5 FO1B0 - o

Ademas, por la transformada de Fourier se tiene: . { f(t)[(t) } = J.jo f(t) ()& dt

Igualando ambos: [T fomme™ dt :Zij” F (x) [B(A - x) dx
—0 JTY ™

Sitomamos: [A1=0 - j:f(t)tg(t)te" dt=%_['[:F(x)[G(0—x)dx

= [ fome dt:ij‘” F (x) [G(-x) dx
o 21—
Cambiando de variable
© _ 1 ¢w _
[IRICIIOL: '_2;TL» F (1) [G(-1) dA

5. Se tiene: j°°| f@ dt:jf; f@t)CF () dt =%Tj°° FQ)F(-[-2]) dA
1 FO dA == [° 2
= 271L° F()F() dA an_w| F() [ da

NOTA:

Si se define el contenido de energia, E de una sefial f(t) como la primera integral en la ecuacion
anterior, entonces, si f (t) representa el voltaje de una fuente conectada a través de una resistencia
de 1Q, entonces la cantidad E es igual a la energia total entregada por la fuente. Por el teorema de

1 o
Parseval, E =2—J. | F(A1) |2 dA yalafuncion | F(1) |2 se le llama espectro de energia 6 funcion
JT°

de densidad de energia espectral de f(t).
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CALCULO DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER
DE ALGUNAS FUNCIONES ESPECIALES

LA FUNCION IMPULSO UNITARIO
Calculando la transformada de Fourier de la funcién impulso unitario J(t)

Asm}=[ e at = =¢=1
Aam}=1

PROPOSICION:

1. J(t):%_[‘[:e'”‘ dA

2. S() =711 j:cos(/lt )dA

3. {ot-t)}=e""

Demostracion:
1. Del el célculo de la transformada de Fourier de la funcién impulso unitario 6(t) y de la definicion
de transformada inversa, se tiene:

3ty =7 Y1} :%T T d) :2—;I_Zé“d/1

1 o 1 o . 1 o i o
2. Ot)=—| €"dA=—| [cos{t)+i senft JdA =—| cos{dt)dA+—| senft YA
0= [ e = [ leostyt sent)ad =2 [ coshydi [ senit x
=ij°°cos(/1t)d/1 =1j°° cosdt YA
2770 770

3. 7{d(t-t,)} = J'ié'(t—to)e'”‘dt =e| =o'

t=t,

LA FUNCION CONSTANTE

AAY=[" Aedt= ZHA[%TI_Z ei”)‘dtj =27AS(-A)= 2TAS(A) (I(t) es una funcion par)

= F{A}=2mA6(1)

NOTA: A1} =2m6()
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PROPOSICION

A} =2m60-4)

Demostracion:

sesabequesi /{ f()}=F() = {fO*}=FU-14)

Por lo tanto:

Como A1 =2m30) = et} =A@ ) = 2m60-4,)

ESCALON UNITARIO

A uw} = ﬂb’(/l)—i;l

Demostracion:

1 ,sit>0
0 ,sit<O

0 ,sit>0

Recordando: H(1) :{ 1 sit<o
S

M) = {
Porlo tanto: 1= u(t)+ u(-t) (exceptoen t =0)

Ademés: A = A ue)+u)) = A u®)}+ A u)) = 2m50)

A )} + A u-}=2m80) (1)

Si suponemos que:

A u®)} = k 8() +B()

donde: B(A) es una funcién cualquiera, y

k es una constante.

Por la propiedad:
si AfTO}=F) = A} =FA)
Entonces:

A (=)} = k 5(=1) + B(=A) =k (1) + B(-1) pues, d es una funcién par (d(-t) = J(t))

A ()} = k 5() +B(=A)

Reemplazando en (I) , tenemos:

k 3(1)+B(A) +k S(A) +B(-A)= 2 13(A) = 2k S(A)+BU)+B(-A)= 2775(1)+ 0
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De alli que igualando, tenemos:

k=m |, ademas B(A)+B(-1)=0 = B(-A) =-B(A) es decir B(A) es una funcién impar.

Entonces: | A{uw}=mo)+BA) | (1)

Hallemos como es  B(A)

1= { J(t)}
o . d
= A o) pues: () =< (1) = ()
=iA J{ ,u(t)} , por propiedad de la transformada de Fourier

iA[mo(A)+BA)] . por (1)
=i 771 0(A) +i A B(A)

=i A B(1) ,pues A0(A)=0
Tomando extremos es tiene: B(A)= 2
i
Reemplazando en (I1), obtenemos: A ut)} = mo) +%

Como (i)? = -1, se consigue:

A u)} = ﬂd’(/l)—i%

UNIVERSIDAD NACIONAL DE, SAN ANTONIO ABAD DEL CUSCO
FACULTAD DE CIENCIAS QUIMICAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO ACADEMICO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA



