SERIES DE FOURIER 2 CAPITULO 3

SIMETRIAS Y COEFICIENTES DE FOURIER
Mediante las propiedades de simetria se simplifica el calculo de los coeficientes de Fourier.
TEOREMA:

La serie de Fourier de la funcion periddica de periodo T =2p .

f(t)=%+ i(an cosnwyt +b, semwgt )

n=1
a) Si f(t) esuna funcién par y periddica con periodo T =2p, se cumple.

b =0, f(t):%+ian(cosn%t) y an:%jopf(t)cos(nwot)dt
n=1

b) Si f(t) esunafunciénimpar y periddica con periodo T =2p, se cumple.

= = =S senfat) vy =21 (1) senfica t )t
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c) Si f(t) esunafuncién periddica con periodo T =2p que tiene simetria de media onda
contiene armodnicas impares solamente.

Es decir:
0 .
_l, , sin es par
& —p(jop £(t) cos(n%t)dt) . sin es impa
b =l 0 , Sin es par
no —p(jop f(t) senhcq]t)dt) , sin esimpa

d) Si f(t) es una funcién periddica con periodo T =2p que tiene simetria de cuarto de
onda par, consta de armonicos impares de términos cosenos solamente.

[ie. Guillierae [Mario Chneuiperia Pacheco esdecrr p
f0= . cos(@- Bat ) ¥ &, =% [2 (0 cos(@- Dey t Xt

e) Si f(t) es una funcién periddica con periodo T =2p que tiene simetria de cuarto de

onda impar, consta de armonicos impares de términos senos solamente.
Es decir:

2010

f(t):ibz”,lsen((m— Yoty b2n_1=%j()gf(t)sen((21— Ty t )it
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Demostracion

a) Como f(t) espar y sen Qwgyt)esimpar, = f(t)sen wyt )esimpar,

por lo tanto: b, =i-[_pp f(t)sen Gwgt )dt = C
p

(-]
Luego, la serie de Fourier se reduce a: f (t)=%+ > (an cosfwgt ))
n=1

Como f(t) espar y cosfiwgt)es par, = f(t) cosfrwyt) es par, por lo tanto:

= a, =lpj_ppf(t)cosnw0t dt =—F2)j0pf €) cosut dt

Luego: a, =2 jop f (t) cosnuyt dt
p
b) Como f(t) esimpar = a0=l-[_ppf(t) dt=0 = a,=0
p
Como f(t) esimpar y cosfiwgt ) es par, = f(t) cosfiogt ) es impar,

L = =
por lo tanto: a, = . I_p f(t)cosnwptdt=0 =

(-]
Luego, la serie de Fourier se reduce a: fe)=> (bn senQuwyt ))
=1

Como f(t) esimpar y sen fiwgt ) esimpar, = f(t) sen @wyt ) es par, por lo tanto:

- b, =—]F;I_ppf(t)sen ot )dt=%jopf () senr{wgt it

Luego: b, =3pj0p f (t) senficot )it
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c) Como:
_1r _ 1o P
a, _Ej‘pf(t) cos@cq,t)dt——p(j_pf ¢) cosfayt )jt+j0 f ()cos(ewyt t] ----- I(

Analicemos la 1ra integral: fp f(t) coshey t)dt = J:Op f () cosfawyu Yu

Cambiando de variable u=t —% =t-p = t=u+p , du=dt

Ademas (u=-p = t=0) y u=0 = t=p)

Entonces, se sabe que f(t—p)= f(t —%) =—f(t) (porser f(t) se de media onda)

[ f® cosqay )t = [ €~ p) coste, (- p )yt
= .[Op f(t-p) [cos@a)ot Jcoskrr  sem(w,t ) senfr ] Jit

=_.[op f(t) cospay t )costrr it como cosfr)= ¢ 1

Luego: fp f(t) cosfiey t)dt =.[0p C 1™ f () costawyt Mt

Reemplazando en (1) a, :%(jo”(—l)“1 f (t) cosfig t )dt+j0”f () cosfat nt)

= a, =&p+l)(-[op Ft)cosapt )dt)
] _l, 0 , Sin es par
uego a, = _p(.[op f(t) COSQ’]%t)dt) , Sin es impa

De forma similar se demuestra que:

p, = 0D
p

jo" f ¢)senfapt )dt)

0 .
, SIn es par
Luego b =<2 P

h _p(J'Op f(t) senh%t)dt) , sin esimpa
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1

d) Como f(t) tiene simetria de cuarto de onda por f(-t)=f(t) ; f (t +§Tj =—f(t) yde las

partes b) y c) setiene: b, =0, a,, =0, para todos los valores de n incluyendo a, .
En consecuencia la serie de Fourier es:

0= 8, c0S(@~ oy )

Veamos el coeficiente:
_2¢p
. _FIO f (t) cos((dh— Day t )t

:%(J';f(t)Cos((Zl— Ty t )dt+'|';f t( ) cos(f2— Iyt dt] ...... I

En la segunda integral

p p
L) f (t) cos((I— ey t )t :Lp f () cos((@- 1 u du
2 2
Cambiando de variable u =t+% =t+p = t=u-p , du=dt

Ademas (u=p = t=0) y (u=

N o

__P
t=-=L1
= 2)

Reemplazando:

Jo f® cos(@- Deg t )t = [, f (+) cos(@- By 1 B
=I_ng(t+ p) cos(( - Ly, t+ (2~ 77 Hu

Como: f(t+ p): f(t+%Tj:—f(t) y cosu+ (h- Insm)=- coyf
Asi, tenemos:

L:f(t)cos((m— L)y, t )dt:J_OBf {)cos(@- Wyt du

Reemplazando en (I) y considerando que las funciones f(t) y cos((2n— D, t | son pares.

a, = i{jzf(t)cos((m 1)%t)dt+j f {)cos((@- 1yt ()iuj

2t P
==|2 f(t h-— Dy t)t=—|2f a— t ot
pj_g (6 cos((@~ Dyay t )t =— jo {)cos((@- Byt 3

P
Por lo tanto: a,,_, =ij02 f)cos((h— Lyt pt
p
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e) Como f(t) tiene simetria de cuarto de onda por f(-t)=—f(t) ; f [t +%Tj =—f(t) ydelas

partes b) y c) setiene: a, =0, b,, =0, para todos los valores de n incluyendo a, .

En consecuencia la serie de Fourier es:

f©)= 2 b, sen(@- Wyt )

La demostracion se sigue como lo anterior por lo que el coeficiente es:

b0, =ﬁpj05 f(t)sen((D- Lyt it

Simetrias y Coeficientes de Fourier

] Funciones
Simetria Coeficientes en la serie
. T2 T/2 Senos y

Ninguna a, == Jlf(t}cos(nm(}t)dt b,=% _[f(t)sen(nmot)dt cosenos
—T/2 -T/2
T/2 unicamente
Par a, '1‘— J-f(t)cos(_ﬂm“'[)dt b,=0 cosenos
(1]
Iz Unicamente
Impar a,= 0 = i If(I)Seﬂ(ﬂU)()t)d[ senos
( 0 npar J npar | Senosy
Media |, _) ™ . cosenos
onda n % jf(t)cm(nm“‘[)dt n |mpar { If(’[)sen(nm tdt n impar impares
L [
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EXPANSIONES DE MEDIO RANGO a) Podemos definir una extension periodica par, donde T =477, p=2r
Sea f (t) una funcién periédica conperiodo T=2p vy f(-t)=f(t), OtOR, entonces R0
7]
f(t)= + Z a,cosngt, donde: @ = 2?” =z o .
p RIS |
o Si f(t) espar = f(t)= +Zan Cos{nm] B ..”. | ", | o
P ) -2 - T 2 -
Donde: a, =—J'p f(t) Cos{m] Y
- P Utilizando: f(t) —i+i cod M) f(t)= —+z cod Nt
. Tt ' 2 nzla” 21 2 bt )
« Si f(t) esimpar = f(t)= Zan Ser{n—j Sus coeficientes son:
n=1 p Vs T s m
- g =[O d==[" O at :_1(j ta+ | (2ﬂ—t)dt) _(i+i)_n
Donde: @, ——I f(t)s r( j 270 e T\"o i 4 2
= a8, =71

De acuerdo a los expresiones donde se hallan los coeficientes, solo se necesita que la funcion

P ' . . ! ) )
f(t) esté definida en el intervalo finito [0, p], entonces las series de Fourier representan ambas a :ljon F(t) Co{n—tj ot _1 _[O”t co{n—tj dt+j n (-t )C({sn—tj dt| 0
una misma funcion f(t) dada en el intervalo [0, p] y fuera de este intervalo la serie par o impar T 2 T 2 " 2

Parte | Parte Il

2¢m nrz 2m nr), 4 nt)"
——J. sen— |dt =——sen — |+— Co$—
o, N7 2 n 2) n 2

respectivamente y se denominan “Expansion de medio rango)” de la funcion f (t).
Calculando, por el método por partes:

Ejemplo 01:
Parte | : J' tcos(ntjdt—E rEntj
i i ] 2 n

Hallar la serie de medio rango de f (t) tal que cuya grafica es:

A 2T n7) 4 nz)y 4
‘0 s o cob - ok X
Th----- . _2am nr), 4 nr) 4
| =——sen — +—2 COS— |——
| n 2 n 2 n
0" Vis 27T Parte II: j:”(Zﬂ—t) Co{ jdt =— (27—t )seﬁ j += er E{ j

A continuacion, definamos las extensiones periddicas de la siguiente manera:
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SERIES DE FOURIER

CAPITULO 3

Reemplazando en ([), se tiene:

_1(2m nr) 4 nry 4 2w nsr 4 4 m
a,=—|—sen — |+— CO$— |-——— Sen— [-—; C 1;|71)+—2
T n 2 n 2)n n 2 n n 2
4

{ j [nn) ,n=4k-2
Como: co§ — |- cod| — |=
2 0 ,n#4k-2
. 16
En consecuencia: CINESL L.
(4k- 27 71
Reemplazando en la serie de Fourier: f(t) :7_7_1_62 1 . COS( (- 2)tj
2 mE| (An=-2) 2
T 16
= f)=—-— co (1-1
©=3 ﬂnl[(4n 27 {( ))}

b) Podemos definir una extension periodica impar , donde T =47/, p=2r

A f(t)
Vs
1
1
1
|
- ! t
=2, - o m 21
“‘ : 0'.
% | o
0‘ I .‘
0‘|‘.0
- v 7

Utilizando:

nrt
f(t)= ster{ 277) =

Veamos el coeficiente:

_1 2m n
b, = njo f(t) ser{ 2)

Por el método por partes

F(t) = Zb ser'( ”th

nt nt
jtseﬁ ]dt+j (-t )s 2]dt o [

Parte Il

Parte |

Parte I:

Itser{ntjdt -— co%ntj
21 {nﬂj 4 ’Enﬂj

=-—cC0y — |+— sen—

n 2 n 2

Por el método por partes
(27 t )co%mj ——ijﬂ cc{smj dt
2), n7 2

Parte Il:

J:”(Zﬂ—t) ser(%tj dt=-

Analizando el coeficiente b,, =0

Luego la serie de Fourier es:

(G
r= _1[(2n 1)

=252

nt 277 nir 4
TR
2 n
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DIFERENCIACION E INTEGRACION DE LA SERIE DE FOURIER
Teorema
a) Sea f(t) unafuncion continua en [—p, p] y f(-p)=f(p),ademas f'(t) es continua
por tramos y diferenciables. Entonces la serie de Fourier de:
f(t) =%+i(an cosnw,t+b, sema,t
Entonces: "

f'(t) =Y nay(-a,semayt+h, conawt

n=1

b) Sea f(t) una funcion continua por tramos en el intervalo [—p, p] y f(t+2p)=f(t)
Entonces:

Jff(t)dt:%(B—A)+i%[—bn(cosn% A-coniw, B }a, (senw,B- semy,A |
n=1

donde: A<B vy A,BD[—p,p].

Demostracion:

a) Se cumple que:
f(t) es periddica de periodo T =2p, entonces podemos probar que f '(t) es periddica, de
periodo T =2p.
En efecto: f(t+2p)= f(t) Ot = f't+2p)=1"'@t) Ot
Luego como f '(t) es periddica de periodo T =2p, podemos escribir:
f(t):%+i(ancosn%t+,3nsemmot ) e 0

n=1
Donde:

1o 1,e e
==[ | | a, ==[" £t t)dt|; |8 ==[" t )t
a, pj’p t) a pj—p (t)cosh ey t)dt |; | B pjﬁp (t)senfayt)

Calculemos los coeficientes:

Calculemos:
p
a0=%j_"pf'(t)dt=%f(t) =—Fl)[f(p)—f(—p)]=0 =[a=0]

p
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Calculemos:

_1¢p o,
Como: @, _BL’ f'(t) cosfray, t )t .

u=cosna,t dv=1f t)'dt

Integrando por partes:
du=-na, sen(nayt) dt v="ft()

a, :—:(f(t)cosna{,t |fp —J‘fpp—nwo f ¢)sent w,t )J't)

:%[f(p)(_l)n R f('p)("l)n]“”““’o%fp f)senteat )Xt  =nab,

=0

by
=
Calculemos:
1,
Como: f3, = pJ:pf (t)senficy t )t .
u=senmat dv="1 t)it
Integrando por partes:
du=na), cos w,t )dt v="T t()

B, :—i(f(t) sennay,t |f’p—j_ppnwof ¢ ) cosif w, t )Jlt)

:%[f(p)sen(mb pyrf Ep)sentnw, p])—na)o—;'[_pp f () cosw,t dt =n b,

=0

a,

-

En consecuencia, reemplazando los coeficientes en (0) :

f'(t)=> nay(-a,semayt+b, conaw,t
n=1

NOTA:
Una manera de demostrar la derivada de la serie de Fourier es derivar directamente dicha serie:

f(t) =%+Z(aﬁ cosnayt+h, sema,t
n=1
Lo que conduce a:

f'(t) =Y nay(-a,semayt+h, conawt
-1
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t .
b) Si f(t) es periédicade periodo T=2p y F()= Lt) f (t)dt _a%‘ donde; ag =i_[pp f(t)dt , Calculemos:
P 1¢p
se ha probado que F(t) es periédica de periodo T =2p. B, = _p_[_p F(t)senfay t)dt
Podemos los siguientes resultados: u=F(t) dv= sengyt dj
Integrando por partes: , cos iyt
1 F'(t)=f(t)—% du=F(t) dt v:-nLa:’U

2. F'(t) es periddica de periodo T =2p
1 cos t
g =-Leos@ ).,
p na

P
1 cos t
+=["Fw coM @t )y
Ademéas y como consecuencia de lo anterior: 5 PP na

a 0
F(t)=—2+) (a,cosngt+fB semawyt ) -
=7 @ comatrfsemeyt ) © —— 1 | cosia, p)F () costnay p F £p ) +——[°F 1) cos(apt gt
Donde: PRy — oy Phay ="
1¢v 1¢v 1¢e
== F(t)dt |; ==| F( t)dt |; == F( t )dt -1)"
% pJ.—p ® @ p-[—p () cospapt) Ay pJ.—p senbapt) :—ﬁ F(p)-F(-p) |+ ! IpF'(t)cosh%t)dt , pues F(t) es periddica
pnay|—————) Pna-"
Calculemos: = pnl% J'_pp[f(t)—%] cosh a t )t pues: F'(t) = f(t)—%
a, = _i'[_pp F(t) cosfcy t)dt
1|1
u=F) dv= cosytdt = = f(t)cos@%t)dt—%j_pp cosa t it
Integrando por partes: du=F (0 dt Lo Ssemat @ P p »
nay 1
1 t 1 t ) naw, % = A= na;{)
g, =2 2MAY gy L g DG o
P nN& o P na
1 1 P Por lo tanto, reemplazando los resultados anteriores en ((1) , se tiene:
= sen(na, p)F(p)-sen(-na, p)F(-p) |-——— [ F'(t) sen(n g t) ct
PNay | ——— — pnay P 1
7 <
Ft)=—2+) — (-b, comwt+a, semayt ) | - [(HN]
- e -2  sn(neg 1) dt pues: F'(t) = f (t) -2 2 nz;nwo TSR
) 2
pna-r 2 2
Sea A,BD[—p, p] donde A< B, reemplazando en (1)
1 | 1cp a, (r
= —j f(t)sm(na)ot)dt——j sen(n e t) dt a e 1
na,| p’-r 2p - F(B)=—2+) ——(-b,cosna B+a, semw, B
=0 2 TN
:_Lb = a =- b, F(A)=ﬂ+ii(—bncosn%A+ansemwoA
na " ng, 2 En,

Restando miembro a miembro, se tiene:

F(B)—F(A)=i%[bn(cosnab A-coniw, B ¥a, (senw,B-a, senw,A]) - A(

n=1



SERIES DE FOURIER 15 CAPITULO 3

t
Del primer miembro y como F(t) =-[(t)f(t)dt—a%, se tiene:

_ B B A agA)_ (B agB (A agA
F(B)-F(A) = f(t)dt—T—(Io f(t)dt—oTj—_[o f(t)dt—Lz—j0 f(t)olt+L2

_¢0 B ag _ (B a
= [, f®dt+ | f(t)dt—7(B—A)—j'Af(t)dt——g(B—A)

= F(B)—F(A):jf\‘f(t)dt—%(B—A)

Reemplazando en (A), resulta:

Jff(t)dt—%(B—A) :i%[—bn(cosna{) B- cosi, A }a, (senw,B-a, sem,A |
n=1

En consecuencia:

J'AB f (t)dt :a'?(B—A)+i%[—bn(cosnwO B- cosiw, A }a, (senw,B-a, semy, Al La.q.d.
n=1
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Ejemplo 02:
a) Hallar la serie de Fourier de la funcion: f(t) =t*-27°t> , -m<t<m

f(t+2m)=1f@) , OtOR

w1 .
b) Calcular la suma de la serie 2—8 aplicando el teorema de PARSEVAL
n

n=1

00
. ) 1
c) Calcular la suma de la serie de la serie » —

n=1

d) Hallar la serie de Fourier de la funcién g(t) =t (t* — 77°) mediante la funcién f (t) .

w1 . .
e) Calcular la serie Z—G , aplicando la serie de PARSEVAL
n

n=1
t
f) Hallar la serie de Fourier de la funcién g(t) =§(3t4 —-107%t %+ 7r*), utilizando la funcion f (t)

de la parte a) .
Solucion:
a) Construyendo la gréfica de la funcién f (t)

f(t) es una funcion par, entonces las serie de Fourier es:

f(t)=%+iancosna6t T=2p=2r ,%zfz_zl
n=1

—E.[pf(t)cosn tdt—zj”f‘—zﬁz)cos\ t dt
an_ p 0 % _7T 0 %

Integrando sucesivamente por partes se tiene:

N :—ijopf(t)cosn%tdt=72T(— 2471(—1?):_ 48¢ 1)

n* n*
_1 P _E T4 _ 2 __E 4
ao_pj_pf(t)dt_ﬂjo(t 2/7°t%) dt = =7

Como:  f(t)= % +Y a,cosnay t Entonces:  f(t) = —én“ —482@ comt
n=1 n=1 n
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b) Recordando PARSEVAL ijp (f (1))
2p-rp

d)

_ag 1oo 2 2
=% 4= b
4+2;(an+ ?)

(_14 4j2 ,
1 7 4 2,2\2 _ 15 1 48(_ 1y >
= Z_J:II(t -2 ) _—+_: [[_Tj + (0) ]

4 25
196

e/
1,7 4 202 _ (225 ] 2304 on

n=1

= —j (t® - 47*t° 4"t)- n+115zz( %j

535- 343

107 70 = = 1152 ig ==
=\n 1575

— _i9n3+11522 —;L
315 225 =\n

(1) 7
- ;(Fj_%so

f(t)y=- n“ 482 (_1) comt, = t'-27°t*= L 482 (_1) cosnt
n=1 n 15 n=1 n
Haciendo: -t == se sabe: cosnr= (1
n=1
= 48) (_? S N 1 -i
= N 15 “~n* 90
Como f(t)=t*-27t> =  f'(t)=4°-47t,

f'(t) = 4(t> - 7t) es continua en [-7, 71] , ademas f(-7) = f(m) = -1 f'(t) es continua

por tramos.

4 —
f(t)= 75 482(1)¢ derivando f '(t

)=_48§(-1)”(+58mt): 48 @

=" senht) (-1)"senfit )

4 - ) = 482 -mt= 122n—

O g(t) :'[('[2 —ITZ) :122—(_1)n:3en0t )
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e) Por Parseval

j 9()dt: eaY@en) = o (- dt-0+22[( 1)3”2]
n=1 n=1 n
o o 7 5 3|7
e Gy Y e e
2’ 245 n ~=n 2m 7 5 3

= 72y = :—1[(5— 2772i+nAEJ—(—(_ﬂ)7 — £
n® 2m\ 7 5 3 7 5

1)
3

7 7 7 o 7

= 722___ i 2]77 +l+l__2n-7+l = 722i6 :_1 i——27T7 +l

7 5 3 7 5 3 7= N 7 5 3
RS PR 1
=1 N 105 1 105 = N 945

f) La serie de Fourier f(t)=t*-27"t*= _175 482

Integrando J'; (t* -27°t?) dt = —%;-[4]; dt - 48 (‘?
n=1 n

t——2772— 772“1—482(_? semt
5 15 = n n

b oya —-_ 00(_]—)n
:15(31 107t + 7)) 4% =
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SERIES DE FOURIER 20

Ejemplo 03

Las curvas de la siguiente figura son parabolas,

a) Desarrollar la serie de Fourier de la funcién

b) Hallar la Serie de Fourier de la derivada de la funcion.

-]

c) Utiliza el resultado para calcular la suma de la serie numérica: Z -
n=1Nn
(_1)n+1

2

d) Calcular los valores de las serie Z
n=1

e) Hallar la serie de Fourier de la funcion que grafica la siguiente figura, las curvas son parabolas.
A

a(t)

\J
f) Hallar la Serie de Fourier de la derivada de la funcién anterior.

Solucion:
a) La funcidn es periddica es definida como: f(X) =t? , —TM<t<T1 donde: f(t+2m)=f(t)
2m_
Su periodoes: T =211 = = = == === =1
; S

Como la funcién es par, luego se trata de una serie de cosenos b, =0

. . . 2
La serie de Fourier tendré la forma: t™ =

Calculando

I8

3
_1¢p lm.o2  _2em.2 2t
ao_—pj_pf(t) dt _?[j_nt dt ==[ t° dt _—(—

Calculando
_1l¢p _1l¢m .2
a, _—pj_pf(t) cosft )dt—?[j_nt cosfit X

Calculando la integral por partes (dos veces)

@+ i (a,cosnt)

n=1

Tt

3
0

T2

t=—2 ot cost Jit
T

u=t? dv =cosnt dt
semnt
du=2tdt V=
n
2| t%sennt " 2 4 T
a, ==| ———| -= [tsemntdt |=-— [t semtdt
T n n o nm g
0
u=t dv=semt dt
cosnt
du=dt =-
n
T i T T
t cosnt t comt t semt
a,=-—2|- +—1J' cosnt dt |= -] - -
Nt n o Ny Nt n g n 0
4 TIcosSnNTt 4 CONTT 4 4
an=— =———=—(-" = ay =— (-1
ntt n n n n

La serie de Fourier de la funcién dada es

2

f (t)=%+4§ el cosft )

n=1 N

b) Haciendo el calculo de la derivada de la serie d
e D"
f(t)= ? + 42 >

n=l N

cosfit) y f't)=2t,

Fit) = 42 " (—2n)semt

e Fourier de f(t) =t* es decir:

continua por tramos y su serie de Fourier es:

fp= a3 L sem
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¢) Haciendo t = 77, tenemos:

2

=14 4y =
3 n=1

) - e (B

n=1\ N

n

) cos(m)} = +4Z(

d) Haciendo t =0, tenemos:

& D" 2 (<" e D"
f(o)_?+4nz=:1{ n? COS(O)J = O_%+4nz=:1( 2 :0_?4'42 n2

n
= ()" )_ @ )" |_r = ()™ _r?
:>nz=:1( n? ]_ 2 (1)2[ 2 } 12 nz=:1[ n J_12

e) Los puntos (-7, 0), (0, 77°), (77, 0) estan en la parébola.

g(t) =m -t? <t g(t+2m) =g(t)
Se tiene que el periodo: T =271 = p=rm

Ademas, de acuerdo al ejercicio de la parte a) , podemos escribir:

g(t) =" - £ (1)
Como:  f(t) ——+4Z( cosft)
el n’
Entonces:
_ LA Y Gl N
gt) =7 - ?+4z cosfit)| = g(t) =7 - z cosﬁt
n=1 n n=1
o0 n+1
g(t) = 3 +4Z C 1)( 1y cospt) = g(t) _T 42 cosqit )
n=1
f) Haciendo el célculo de su serie de Fourier de f '(t) es decir:
n+1
f(t)= + 42 C 1) cosnt y f'(t) =-2t, continua por tramos y su serie de Fourier es:
n’

n=1

= a3 Uy sentt)

f )= a3, oot
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Ejemplo 04:
En la figura, expresa la funcion periddica f (t):

f()

A4
J

a) Calcular la serie de Fourier de la funcién f (t) descrita.

b) Utiliza el resultado para calcular: Z ( )
n=o 2n+1

¢) Calcular el error cuadratico medio en la aproximacion de la serie finita de Fourier en 5 términos.

31

d) En lafigura, hallar la serie de Fourier , segun la funcion periddica f (t) :

L8

a(t)

- -4n -3m -2m -1t gV T 21 3 4m

e) En MatLab, graficar la serie para S, de la funcién g(t) anterior.
Solucion:
a) Lafunciéon f(t), es definida como: f(t)=t -t

Donde: T=2m = p=m vy

La funcién es impar, luego se trata de una serie de cosenos a, =0 n=0,1,2,3,4,-

00
Entonces, la serie de Fourier tiene la forma f )= b, sentt)

Calculando

b, =lja"2p f(t) sen ¢ dit =1J'” t sen 2 it =—1J'" t senrt dt
p p men T '

a
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Por el método por partes en la ultima integral, tenemos:

u=t dv=semt dt

cosnt

du=dt v=-
n
n 1 s T
t cosnt t comt t semt
Entonces b, =1 +1 _[ cosnt dt =1 -
U n - “n T n - n o

=i[—(ncosnn— (—1T)cos(-nTt]=i ¢ 2 coam 3-2 casn=—-=2 —( P2 —( W
nT nm n n n

= bn - % (_ l)n+1

( 1)n+1

En consecuencia la serie de Fourier, tendria la forma: ft)= 22 sen(t )

Vg
b) Haciendo en la serie de Fourier t = E

((2)-28, 2 o)

Se sabe que: Ser( (X )g)= Se(lkT[) = |, ademas: ser( (X - 1)1—2-[) = € 15+1, k=12,3;-

_y(2k=13+1 o (_qyk+l n+l
273 (k-1 o (k-1 4 2 = -1
@ (1 n+l ® (—q n+1
= 2n=1 4 =1 2n=1 4
w0 [(_1\N
Re-indexando los indices se obtiene: Z (=1) = I
n=0 2n+1 4

2 K
c) Como el error cuadratico medio es: E, = ij’_"p[ f (t)]2 dt —% ——;Z(af +1)

3

n=1
1 T 5 n+l 1 3 772 ; 1
= tdt—— -1 =—-= =522
= E = (3-1416i _2|:1+_1+_1+_1+_1i| | E. = 0.363 |

d) Para obtener la funcién g(t), a la funcién f(t) se le hace una transformaciéon mediante
traslaciones horizontales y verticales:

f(t) n

e

T 2n 3n

@ [ ht)y=m+ () |

gt)=ht-m) = | gt)=m+ft-m |

n+l

Como| f(t)=2 Z( r)] senft ) | entonces g(t) = r[+22( n) senf {—-17)

n=1

n+l

Sabemos que: senf{—77))= senft—-n7 ¥ - semz—-nt 3 — 1) sam(

n+l 2n+1

Reemplazando, tenemos: g(t) =7+ ZZ =7 1) (-1)"senft ‘= g(t) = 7T+22 [t ) senft )
n=1

= | gt)=7- 22 senht)

e) El cédigo en matLab, para la grafica de la S, (t) , La serie finita de Fourier de la funcién g(t), es:
Crear un archivo m-file de nombre sumpar2.m

function sumpar2(n,m) Ff:mlu o E=HE=n
x = 0:0.0001:m*pi; TS LI VEL -
s = zeros(size(x)); for k=1:n coasls 2of« 9 BBRT
s=s+(sin(k*x)/K);

end

S = pi-2*s;

plot(x, s, 'r"),grid;

@ Note new toolbar buttons: data brushing & linked plots % (4, Play video x

titte("Fendmeno de Gibbs";
axis([min(x) max(x) -1 2*pi+1]);

Si se utiliza como >>Sumpar2(30,4)
Grafica S, en el intervalo [0,477]

Si se utiliza como >>Sumpar2(20,8)
Grafica S, en el intervalo [0,8771




