SERIES DE FOURIER 2 CAPITULO 2

APROXIMACION MEDIANTE UNA SERIE FINITA DE FOURIER

Consideremos, la aproximacion a f (t), como:

k
S 0=+ 3 (2 comuyt +by sencyt ) | Donde =1
n=1

La suma de los (2k +1)términos de una serie de Fourier que representa a f (t) en el intervalo
[_ P, p] .

Llamamos el error entre f(t) y su aproximacion, como &, (t) = f (t) - S (t)

También llamamos el error cuadréatico medio , denotado por E, y esta definido como:

_1¢r 2
E = zpj_p[sk(t)] dt
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__I {f(t) <> Zk:(ancosn%ﬁbn semat )} dt

n=1

TEOREMA
Si la serie finita de Fourier S (f) se aproxima a f (t), entonces, la aproximacion tiene la propiedad
de ser él minimo error cuadratico medio.

Demostracién

Si consideramos a E, como una funcién de a,, a, y b,, entonces para que el error cuadratico medio
E, sea minimo, se debe cumplir que:

i, Guilliermne Mario Chuguipena Pacheco 0 o 9B _q 9B _o 1,34

da, = da,  ab

n

En efecto:

Veamos:

2010

0E, =i£ij‘f’if(t)—%—i(an cosnapt +b, semat )} dtJ

n=1
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_[—ZJ' [f(t) % nZi:(ah cosngt +h, semat )}[—%jdtj

=— {f() % Z(an cosnt +b, semat )}dt

n=.

-1 jp f(t)dt—ijp dt—Zk: an'[pcosna)ot dt +b _[p semat dt
2p|i-r 2» = -p " dop

pay 2p =0 =0

_3 -
> (2p)}

E,
Veamos: 0 =0

93,

dE _ 0 (1 k ’
Ta aah{ZpI { (t)- 2 nZ:;‘(an cosngyt +h, semayt )} dt}
1 k=n

1 P a8 < )
_Z_pzj'_p[f(t)——— (a, conapt +h, semayt )}(—5: caswyt)dt  donde & _{O s

2 n=1

k
:—%Jpp[f(t)é': cosnayt —% coRapt —Z(ag1 O conuwyt +b, 5 serwt cna)ot)} dt

n=1

= _p-[ f (t) cosheyt dt — aoj cosiyt dt — anj co?sna)tdt+bj sanw,t  cosy,t dt

pa, =0 =p =0

=-2[pa,-a, ] =
p

, . 0E,
Anéalogamente se tiene: TS =

CAPITULO 2

N

SERIES DE FOURIER

PROPOSICION

4 k
O SIS0 =3 (o b))

\

N

o =["[so]d SLANE (a2 +b?) (Igualdad de Plancherel)
2p P 4 2n=1 !

1 S
dly Ekzz—pj,pp[f(t)]zdt‘%‘—z (a2 +17)
n=1

N /

En efecto:

Parte (1)

%pr f(t)S(t) dt :_;Jpp f (t)(%+zk:(an cosngyt +b, semat )j dt

n=1

———J' f(t)dt+z aﬂj' f(t)cosn%tdt+bj f ¢)semayt dt

M a b,

+3(a +b)

n=1

2

|\>|c§JJ

Parte (Il)

1 ¢p 2 . Pla, <
z_pj,p[SK(t)] dt = pjp{—2+z a, cosnayt +b, semat ) dt

n=1

1 ’ k
:Z_p _pp[[azoj +2%nzz;(an cosnayt +b, semayt +[

n

2
(a, coswpt+h, senwt )j 1dt

2p 4 P n=1

k k ’
1 J' dt +a02{ah.[ cosnat dt+bj servna;tdt}+jp(2(aﬁ cosawyt +h, Sﬂ’m)ot)j dt
n=1

=0 =0

k

_ 1&g, e ’
—2—4 2p+J' p(z a, cosnayt +h, senna)ot)] }

n=.

I
IN |¢°’N

1 2
— t+h t)| dt
ZpI (;(ancosna{) +b, semw, )j

2
(a, cosnw, t +b, sema, t)j dat | e q

= —j [S ®)] dt= 4 sz"p[i

n=1
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Hagamos un calculo adicional:
k k

K 2
(Z(ancosnag)t+bnsemwot)j =Y (a, cosw,t+h, semut)d (a, coaxt+b, —sent)

n=1 n=1 n=1

k k k Kk
=Y alcosnwy t +Y bZsednw,t+ 2 > (aa, coswtl commt)
n=1 n=1

n=1m=1
nzm

+ Zklzk:(bnbm semyt 0 semt)+

k
n=1 m=1 n=1
n#m

k
> (ab, oostl sea)
m=1
Integrando
P& ? < p k p
j_p(nz_;(an cosnayt +b, semwot)] dt—;afj_p cdm%tdt+;bnzj_p séna t dt
p =p

k Kk k
+ ZZ{aﬂqﬂjpp camyt 0 cosyt dtJ+ »2

k
n=1m=1 n=1 m=. P
nzm nzm

[bnbmj'p samt [Senmat dt}
1

=0 =0

+ ZKZZ{anbm.[pp casyt O senmy,t dt

n=1 m=1 -

=0
En consecuencia:

2
Ipp(zk:(an cosnayt +h, sema)ot)j dt :Zk:af p+Zk:bn2 p= p(zk:af +Zk:bnzj

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

J~p (Zk:(an cosnayt +b, selma)ot)j2 dt = p(Z: & +b’ } ...... i

P n=1

Reemplazando (A)en (O
1 o 2 aé 1 SPRIT
— ) dt=—+— +b
2p SO dt =T+ p(}n:l:(an ")
En consecuencia:

jllf,f_pp[i(t)]zdt=%+—; kl(a.f +1?) L.g.q.d.

Parte (ll1)

1 ¢v 2
Como: E, :Z—pJ:p[f(t)—SK(t)] ot
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= oo ([T a2 fos Ot [ [s.0 o

1 cr 2 1cr 1 ¢p )
:2_p-[-r’[f(t)] dt—B'[_pf(t)SK(t) dt+2_pj_p[§(t)] ot

) an

2 K 2 k
EIMUOEEE DACEIIE S CRtD
1 ;o 1Y
:2_pj7”p[f(t)]2 dt—%——zé(af +b?)

En consecuencia:

I a§ 1
E, _z_pjfp[f(t)]zdt_f__ZZ(a’f +bnz) L.g.q.d.

n=1
PROPOSICION
1) E 20 ,0k=123;-
a 1, ., .. 1o 2
2) =+= +b )< — f(t)| dt
) 5 zé(an ) zpf,p[ ®)]
En efecto:

1) Como [‘Ek(t)]2 >0 Ok=12,3; -

Integrando desde —p hasta p y multiplicando por ZL es obtiene
ij”[s ®’dt=20 = E=20 0k=123;- |pues:E :ij”[g () dt
2pJ-et Tk k T opl-pt

2)Como E, 20 Ok=1,2,3;-- (por la parte anterior)
De la parte (l11) de la proposicién anterior:

2
Ek=2—1pfpp[f(t)]2dt‘%“;i(an2 +b?)20  Ok=1,23;

=1

- a1 1¢e
En consecuencia: 7+E;(a§ +bnz) SZ_p-[-P[ f(t)]" dt

NOTA: Tomando el limite con k — o , se obtiene

& 1S, . 1 ¢ 2
7+§;(a” +b”)sz_pj—p[f(t)] dt  (DESIGUALDAD DE BESSEL)
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Recordar del curso de anélisis
si se tiene que la sucesién se cumple: LEMA DE RIEMANN LEBESGUE

a) a,20 On=123;-
b) {a,},., esuna sucesion decreciente
Es decir: a, 2 a,,, Ok=12,3;--

Sea una sucesion (a,)

nx1"
Si g es una funcién continua por tramos en [a, b] , entonces:

fim jb o) sen(At) dt = lim jb g(t) cos(At)dt = 0

Entonces: lea“ =0 Demostracion:
TEOREMA (IDENTIDAD DE PARSEVAL) b
Llamemos: 1(A) = j g)sen(At)dt | e )
Sea una funcién periédica f (t) de periodo T =2p, donde a,, &, y b, son los coeficientes de la
serie de Fourier de f(t) Como g escontinua: Oe>0, 05>0 / Si [x-y|<d = [g(x)-g(y)<e ,Ox, yD[a,b]
2 )
Entonces: ij_pp[ f (t)]2 dt :%+Z(a§ +bnz) .
P n=1 Dado £ >0 Tomando: X:t+;D[a,b] y:tD[a,b]
Demostracion:
Si (t+£)—t s = ‘g(t—l—Tj—g(t) <t

Se sabe que el error cuadratico medio  cumple: A A A b-a

1 (e ;1

E, :Z—J:p[f(t)]zdt—%——ZZ(aﬁ +b?) O0k=12,3;- (D -
P n=1 Haciendo un cambio de variable en (1) : Si [x=t +; , dx =dt

La sucesion { Ek}kzl, cumple:

a) E =20 ,O0k=1,2,3;-- (por la proposicion anterior) = = = = ju =
Ademas x=t+;D[a,b] = ast+;sb: a—;stsb—;: tD{a——, b——}

b) {E.},., es unasucesion decreciente 1 1
_ _ 1 oge 2, @ 1
Enefecto: B, _Z_p-[‘P[ @] dt 4 ‘—ZZ_;(af + bnz) Graficamente se presentan las areas de integracion
- 1 e 2 a§ 13 2 2 1 . 2
Se puede escribir: E. =— f@)| dt-—-= +b%)-= +
p k+1 2p -[—p[ ( )] 4 zé(a‘n n ) z(ak+1 bK+l) I I I I
E. _ a p-"% b
— 1 2 2 _ bﬂl T T p-"" T
Porlo tanto: B, —E, —-E(a(+1+bk+1)so = Bu<E  0Ok=123: 1) =] ,gg(uﬂsen[,{uﬂj dt = ,ﬂg(t+; sen(At+77) dt
a*; a*;
= E2Ew Ok=123- Recordar reduccién al primer cuadrante: - sen(u+ 77) = - seffu)
En consecuencia: limE, =0 b-Z T
Koo Entonces: |(A)=—j 19 e sen(At)dt | e )
o a_;

. . _ 1o > . @ 1 _
De () podemos decir: LIEQ E, —2—pj_p[f(t)] dt " —ZZ(aﬁ +bnz)—0

n=1

Tomando extremos: ijp [f(t)]2 dt =£+}i(a§ +b2)
2p P 4 2n=1 "

L . 1¢p 2 . ag Z
Simplificando: lep[ f ()] dt —7+ n=1(aj +bnz) L.g.q.d.
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De (1)y (I) ylas areas de integracion:

(1) = j:’gg(t)sen(At) dt + jbblg(t)sm(,it) dt e (1)
|(/‘)=—I:,,g(t+;—rj$n(/lt)dt j ﬂg[ujj (M)dt e (IV)

Sumando miembro a miembro y agrupando:

21(1) = —'[:_;,g[H;—Tjsen(/lt) dt+'[:_{g(t)— g[t+;—Tﬂsen(/lt) dt +J.bb_,;,g(t)sen(/lt) dt

[t+Aj (At)

Como: |senu|s 1 OJuOR

2|1 (A) sj':_,;, g(t+§j‘ dt+J':

Por otro lado:
g es una funcién continua en [a, b] intervalo cerrado ( compacto), entonces la funcién es acotada

b:[g(t)—g(t+§ﬂsen(At)

g(t)- g(t+ j‘dt+j o) dt

HIDE j de+ |

dt+ [ ,|g®)sen(at)]

Es decir, existe un M >0, tal que: |g(x)| <M, O XD[a, b]

= (Gt
21 (1) < M%T ﬁ[b a+/]j+M—

y
Ny sm T+l & [p-a-T
1 2b-a )

Tomando el limite para A - o :

. . 1 .
le|l(A)|sL|Ql(M§+—L(b—a—§j] = Llirl|l(/l)|ss

2|I(/1)|5M[a

Luego, se tiene [ & >0 se tiene: Lim |I(/])| <¢
En consecuencia: /I]im |I(/])| =0 por lo tanto: /I]im (1) =0

Esdecr:  lim | " g(x)sen(Ax) dx =0 L.q.q.d.

. b
Analogamente se prueba que: le J. g(t)ycos(Ix)dx=0

CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER

Sea f(t) una funcién periédica con periodo T =2p y su serie de Fourier

f(t)= +Z(ancosnw t+b, semwt donde: @ =
p

n=1

y los a,, a, y b, son los coeficientes de Fourier de f (t)

o

k
Ademas S (f)=—+ Z (a,cosnw,t+b, semw,t eslasuma parcial .

n=1

Entonces se cumplen :

a)

b)

c)

d)

e)

1 (" sen(2k+1a{) Q—t)j
s®==1 f®@ dz
PJp 23en(% Q—t))
2
1(° ser{2k+la)0/l)
S({t)y== ft+ A)———=dA
pu—p Zser(ab/‘\)
2
sen(2k+1a{)/1)
1o 2
f(t)——'[f f)——=—Z2dA
P 25er(a;°/lj

II(im S(t) = f(t)  (Convergencia uniforme para la series de Fourier)

(Convergencia puntual para series de Fourier)
Si f y f' continuas por tramos en (—p, p), entonces

f)+f(t”
La suma parcial de Fourier S, (t) , es convergente al punto % JAtOR

fA)+f(t)

Es decir: LITO S(t) = >
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Demostracion:

a) Como: S(t)y=-=2 5 +Z(ancosna) t+b, sema, t

n=1

[ I f(Z)de+i[ ;

S ()= pf(z)cosna{j zdzj cosm)ot+[—;jppf t )senwozdzj serw,t
p p
S.(t) __pI-P f(z)dz+;[—pj_p f(2)(cosnaw z cont + senw,z semw,t) dz]

S.(t) = 2_1p'f_pp f(2) dz+g[—;j_pp f (z)cosnay, -t )dz)

SK(t):%I_Pp f (z)(izl:Z:cosn% -t )sz ...... 0)

Por otro lado:

Recordemos la identidad trigonométrica:

u-v u+v
senu-— sew = Zse{n7j C 2j

2n+1 -1 s
Entonces, se cumple:  sen — @S| se ws|= 2s == cfs ws)
Aplicando Sumatoria.

HZ:[SG”( ans 1% Sj - ser{ 212— 1600 Sj] =2 s{n%sj nzk; cf8 s)

Por la propiedad del telescopio:

3 h((2n+1B)-h((h-1B)=h ((X+ 1B -h B )|, Tomando: B=—2= h(u) = sen(u)
> &

Se tiene: sen(%% sj - serﬁ%sj =2 se{n%j nzz cfs ws)
* 1% sj = se{w ﬁj + 2 s{n%j i cfs ws)
ag)sj = ZseE j( + Z cd® ag)s)j

sen( 2k2 ag)sj 1
= ——————<="+>cosnws) @)
Zser(%sj 2

Despejando Sen( 2

2k +
Factorizando Sen(
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Reemplazando en () ytomando s=2z-t

sen( 2k2+ 1% -t )j

Zser{az%’ (z—t)}

b) De lo anterior demostracion, hacemos z—-t=A de donde dz=dA

s0=-['10) dz

Ademds -p<z<p = -psA+tsp = -p-t<A<p-t

sen( 2K+ 1%/])

Zser{ w"/\j
2

Si queremos aplicar: j‘:j;) ft)dt= j'_pp f(t) dt, donde f(t)es periddica, de periodo T =2p.

Reemplazando: S )= lpj‘_p;t f+A) dA (W)

Como f(t+A+2p)="f({t+A) esuna periddica, de periodo T =2p,
(2k+1 )
sen 2 A

Zser(%/lj
2

En efecto, De (() y como nw,2p =2n7r:
sl % 01 2)
25en(a§ A+ 2 ﬂ

Bastaria ver que es una funcion periédica, de periodo T =2p.

[3

+Yeodng 4+ p)=3+3 cofneq A+ 2)

I\)lH

(2k+1 j

. i} sen A

=E+ZCos(na%,)l+21n))=—1+zcoﬁnab)l):

2 =3 2 = 2sen
2

Por lo tanto, de (1) , tenemos:

2k+1

sen( ag)/\j
SK(t):—;Jppf(t+A) dA

2 ) La.q.d.
Zser(%/]j
2

c) De (1) setiene:
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Integrando de —p a p respectode A, tenemos:

2k+1
sen 2 @A () .
p —_—
j_p—%d/\ —Ej_pdt+;j_pcos(na6A) dA
2se ?/1 = >3
2k+1 2k+1
sen 2 Ay 1 psen 2 ap
J:p—d/l= p = —| —————=Fdi=1 ---(8)
" 2sen ) P 25en % )
2 2
2k+1
1o sen 5 A
Y por lo tanto: f(t):—j_ f(t) dA L.g.q.d.
PP Zsen%/]

d) De las demostraciones de b) y c) restando tenemos:
2k+1 X+1
o0 sen ——a se A
dA

1 10
sH-fO==| fe+H)——2 Zdi-=[" ft)
PJp Zse{%z/]j p":p 2sen—-/A
1 P Ser( 2k2+ 1%/])
-ft)==| [fa+N-f0)]——2 Zda
s0-10=5] [1Een-10) zser(%/]j
2

f(t+A)—f (1)

Zser(wo/]j
2
p
S.(-f(t)= EJ. g(h) ser( 2k2+ 1@) dA
p -p
Tomando el limite cuando k — o , y por el LEMA DE RIEMANN LEBESGUE se tiene:

lim[S.(H) - f(®)]= L'”}o%J. Q) sen( 2k2+

En consecuencia: II(im S (1) = f(t) L.q.q.d.

Tomando: ¢(A) =

1%/ljd/l =0

e) Por (A) se tiene =

sen 2k+1 A
1J~p 2 “

dA =1, en esta integral, la funcién integrando es una

PP Zsen(wo/lj
2

funcién par. En consecuencia se tiene:

2k+1 X+1
9 psen > A 2 0 se > [AY)
—IO—dA =— _p—d/l =1
P 2se %Aj P Zseé%/lj
2 2
Por lo tanto:
sen(2k 1%/1) ser{2k 1@/\)
LY di=={° 2 di=2
P Zsen(% /]j P ZseE% /1]
Es por ello que se puede escribir:
(2k+1 j (2k+1 j
sen Ay sen Ay
leo,, . _1,.., 1o - _1,.,
—jo ) ——F—2dA=_1() v —Iipf(x )—— A= 2 1(X)
P Zsen(%/\j P Zsen(%/\j
2 2
Si tomamos:
2k+1 2k+1
1o sen Ay 1 105 sen 2 A
Ejof(t+/1) d/l—zf(x)= —pjo[f(tu)—f(x )| ————~dJ

Zser(%/lj Zser(%/lj
2 2

ft+A)-f(x)

Zser(%/lj
2

Sillamamos: g(A) = , y tomamos el limite k — oo :

sen( 2k+1%/lj
im L[ f(t+ H——2— —% 1) =lim = [" () sen( 2‘; 1@)/\jd/]
P Zsen(az%/lj P
Por el LEMA DE RIEMANN LEBESGUE, la limite es cero, es decir:
( 2k +1 j
sen A

N Y
im (71

2 sen(wb A j
2



SERIES DE FOURIER 15 CAPITULO 2

Anélogamente, se puede demostrar:
( 2k +1 )
sen 2 Ay

2 sen(a)0 A j
2

2k+1
1.[‘3 sen( 2 /1]
limS§ (t) =lim—=| f(t+)———F———=dA
o eper Zsen(%/lj
2
2k+1 X+1
sen( > %Aj 1 .0 ser{ > %Aj
Opf(t+/1)—d/1+lkim—'[_ f(t+l) ——<=dA
Zser(azb/]j P Zseﬁazb/]j

_ 1. . 1.
= 2f)() + 2f1@

Por lo tanto:

Iki[rl—:).[opf(ﬁ/l) dA :%‘f(x‘) ...... (09)

Por otro lado:

1
=lim—

K- o

fr)+f(t)

L.q.q.d.
> a.q

ims, (t) =

NOTA:
1) Si tODom(f), talque f escontinuaent = f(t")=f(t")

2) Si t es un punto de continuidad de f ,entonces: Ikim S =f(t")=f1t)="1(1)

. f(ty)+ f(t,
3) Si t, es un punto de discontinuidad de f , entonces ;I<Im S (t) :M = f(t,)
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FUNCIONES PARES E IMPARES Y PROPIEDADES

Definicién:
Sea lafuncion f:R - R , diremos que:
f esunafunciénpar < f(-t)=f(t) O0t0Dom(f)
f esunafuncionimpar < f(-t)=-f(t) OtODom(f)
Ejemplo:

. fi(t)=t7, f,(t) =cost) son funciones pares

e g(t)= % g,(t) =seng) son funciones impares

Gréficamente:
Y Ya
/\ y=10 ) y=g()
t t
Funcién par Funcién impa
(even function (odd function)
\ \

OBSERVACION:
Graficamente una funcién par, es simétrica respecto del eje vertical en el origen, mientras que una
funcion impar es antisimétrica respecto del eje vertical en el origen:

ﬁ?OPOSICION (propiedades de las funciones pares e im  pares) \
Sean f y g funciones reales de variable real (f,g:R - R)

a) Si fy g sonfunciones pares = f [§ es una funcion par

b) Si fy g sonfuncionesimpares = f [ es una funcién par

c) Si f esunafuncionpar y g esunafunciénimpar = f [§ es una funcién impar

d) Toda funcién, puede expresarse como la suma de dos funciones componentes, de las
cuales una es una funcién par y la otra impar.

e) Si f esunafuncién par, se cumple f f(t)dt= 2'[03 f)dt= 2'|._O f)dt

\ fy Si f esuna funcion impar, se cumple J_a f(t)dt=0 /
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Reemplazando en (0) , tenemos:

j_""af(t)dt:j:f(t)dt+j§f(t)dt = faf(t)dtzzjoaf(t)dt L.q.q.d.

Demostracion:

a) Si fy g son funciones pares = f(-t)=Ff@t) v g(-t)=g()
=  (fm)E)=fmEY=fOBO=(fBO = (fB))=(f o) Analogamente se demuestra que:
Por lo tanto, f [ es una funcién par J-a f(t) dt = 2J-0 f ()t

b) Si fy g sonfuncionesimpares = f(-t)=—-f(t) y g(-t)=-g(t)
= (fr)-t)=f(-) ot =(-fO)f-g®) = f O ) = (f )

= (f L)) = (T ) Por propiedad de la integral: Ja f(t)dt= JO f(t) dt +'[a f(t) dt -+ (00)
Por lo tanto, f [§) es una funcién par —a —a 0

f) Si f esunafunciénimpar = f(-t)=-"1(t)

Por otro lado, haciendo, el cambio de variable. , = dt =-du,

c) Si f esunafuncionpar = f(-t)="1(t)
Ademas t=0 = u=0 vy t=-a = u=a

g esfuncionesimpar = g(-t) =—-9(t)
= (f)-t) = f(-)m-t) = fO) T-gt) =-(f®) @) = ~(f )®) . , ; ; . .
= (f ) (=t) = ~(f (M) J'faf(t) olt:ja f(—u)(—du)=—L(—f(u))du=L f (u) du:—jo f (U) olu:—j0 f(t) dt

Por lo tanto, f [§) es una funcion impar

Considerando que la funcion f esimpar, tenemos:

Reemplazando en (090) , tenemos:

faf(t)dtzj:f(t)dt—j:f(t)dt = j_""af(t)dtzo L.q.q.d.

d) Si f esuna funcion cualquiera, lo podemos expresar como:

fO =210+ F(0]+3[ O - (0]

1 1
Llamamos: fe(t) =§[ f©)+f(-1)] y fo(t) = 5[ f()-f(-0] SIMETRIA DE MEDIA ONDA
Erobfaretmos que fe es unafuncién par y f, es una funcién impar Una funcién f (t) periédica de periodo T =2p se dice simétrica de media onda, si cumple la
n efecto:
1 1 1 propiedad : fi)y=-f[t 1
f(-t) = E[ f(=t)+ f(=(-t))] = —2[ f(-t)+f(t)]= —2[ f(t)+f(-1)] = (1) 2
1 1 1 _ _
fo(-1) _E[ f(-t)- f(‘(‘t))] -—2[ f(-t)- f(t)] = ‘—2[ f(t)- f(‘t)] =-f,(t) Lo que es lo mismo: f(t) =—f (t+ p)
Entonces: | fFO=f O+ | L.g.q.d. Es decir, si en su grafica las partes negativas son un reflejo de las positivas pero desplazadas medio
periodo: A
e) Si f esunafunciénpar = f(-t)="1(t) . . . y=f(t) .
Por propiedad de la integral: J_a ft)dt= J._O f(t) dt +'[Oa f(t) dt --(0) i . i . i . i .
Por otro lado, haciendo, el cambio de variable. , = dt =—du E ' E ' ' E ' t
Ademds t=0 = u=0; t=-a = u=a, considerando que la funcion f es par, | | |
tenemos: \j

[ t@dt=["f(-u)(-du)=~["f(-uydu=-["fydu=["fuydu=[ (ot

a a
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OBSERVACION:

En la gréfica de una funcion con simetria de media se tiene que la porcién negativa de la onda es el
reflejo de la porcién positiva desplazado horizontalmente medio periodo.

NOTA: La simetria de media onda no es par ni impar.

PROPOSICION

Si una funcién f (t) periddica de periodo T =2p tiene simetria de media onda. Demostrar que:

(. T
f(t) = f[t _zj
T

Como f(t) es periddica de periodo T =2p, entonces: f (t —%) =f (t _E+T) =f (t +12)

Demostracion:

Ademas f (t) tiene simetria de media onda'y reemplazando lo anterior, se tiene:
T T
f@)=-f|t+—=|=-f[t-—| L.g.q.d.
(t) ( 2) ( 2) a.q

SIMETRIA DE CUARTO DE ONDA

Si una funcion periddica f (t) tiene simetria de media onda y ademas es una funcién par o
impar, entonces se dice que f(t) tiene una simetria de cuarto de onda par 6 impar.

Ejemplos:

AN I\SaT
VYRV IREE

. . \/
Simetria de un cuarto de onda

RaAN awas
AR ERWARNE

. . \ .
Simetria de un cuarto de onda im

4
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CAPITULO 2

SIMETRIA ESCONDIDA

Con frecuencia la simetria de una funcién periédica no es evidente debido a la presencia de un

término constante.

Por ejemplo:

Sea la funcion f periddica de periodo T =2p, dado por el gréfico:

M
Se construye una nueva funcion g(t) = f (t) S donde la nueva funcién es impar:

S/

Simetria escondid l

4

M
! 2

e

\

\/



