SERIES DE FOURIER 2 CAPITULO 1

GENERACION DE FUNCIONES SENO Y COSENO
Resolver: y"+A 2y =0 y(p) = y(-p)
y'(p)=y'(=p)

Solucion:
NOTA: No se puede resolver por la transformada de Laplace, pues tiene condiciones de frontera

Resolviendo por el método clasico:

Como y"+)\2y=O: r+A\?=0= r=zAi

| Y (X) = AcosAx + B seix |

Sl = AcosQp)+Bsenkp } A cosfAp 4B ser(Ap
UNIVERSIDAD NACIONAL DE SAN ANTONIO ABAD DEL CUSCO = Acos{iB) +Bsentp)= Acos(s )~ Bsentp)=> | 2B senkp k= 0]

FACULTAD DE CIENCIAS QUIMICAS FISICAS Y MATEMATICAS Como: y'6 ()= ~Akserx+BA codx
DEPARTAMENTO ACADEMICO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA Si | y'(p)=Yy'(-p) | = —AAsen{p # BA coskp F-AX ser{Ap HBA coskp
= —Aksen(p )+ BAeos(p )= AAsendp }+ BAeoskp )=> | 2A\ senkp ) O K
De (1) y (Il) podemos afirmar que: senpp)=C = Ap=nT , On0OZ

BFIESDBFOURIER 7=

Luego, las soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea dada es:

y(X) = Acosn—nx+B seﬂn—nx On0OZ
p

Mas adelante veremos que el siguiente conjunto de funciones, constituird una base del espacio

ﬂ_—ﬁ@u @[U]ﬁl]l]@[f[ﬁ]]@ [M@[fﬁ@ @[h][ﬂ](ﬂ[ﬂ]ﬁ[ﬁﬁ]@ @[h] vectorial de las de funciones periddicas, de periodo T =2p.
{ 1 cosEx, cogﬂx , cog—r[x--,- , SG’%X , sézé[x , saeTm }
p p p p p

2010
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FUNCIONES PERIODICAS

Una funcion Periddica f (t) se cumple la siguiente propiedad para todo valor de t .
f@)=~1(t+T)

A la constante minimaT , para la cual se cumple lo anterior se le llama el periodo de la funcién.

Se cumple que:

f(t)=f(t+nT),donde n= 0, +1, + 2, + 3,

Ejemplo 1:
¢ Cuadl periodo de la funcién f (t) = co{%) + co{%) ?

Solucion.- Si f(t) es periddica se debe cumplir:
f(t+T)= cos(ﬂ)+ co{ﬂ) =f(F co%£)+ c{st—)
3 4 3 4
Pero como se sabe que: cos(x+ KTt)= co, para cualquier entero K, entonces para que se
cumpla la igualdad se requiere que: % =2k m, % =2k,

Es decir, T =6k, T=8k, Tt Tomar el mc.m.(6,8)= 24
donde: k; y K, son enteros, el valor minimo de T, esdecircon k; =4 y k, =3, es decir, T =241

cos(t/3)+cos(t/d)

fit)

i i i i
0 50 100 150 200
t (tiempa)
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PLOTEANDO EN MATLAP

x = 0:pi/1000:75*pi;

fx = cos(x/3)+cos(x/4);
plot(x,fx,'k-";

xlabel('t (tiempo)");
ylabel('f(t)=cos(t/3)+cos(t/4)");
grid on;

axis([min(x) max(x) -3 3]);

Ejemplo 2:
Hallar el periodo de la funcion f (t) = COS(%)+ CO{%)+ CO%%)

Solucion.- Si f(t) es periddica se debe cumplir:

f(t+T)=co{ﬂ)+ co{ﬂ)+ co%ﬂ)=f t(F cc(st—)+ cEst—)++ ((ots)
3 4 5 3 4 5

Pero como se sabe que: cosi+ XKTt)= co, para cualquier entero Kk, entonces para que se

cumpla la igualdad se requiere que:
T

§=2k1n, %=2k2n , %=2k3n

Es decir, T =6k, =8k, m=10k3TT Tomar el mc.m.(6,8,10= 12(

donde: k;, ks y K3 son enteros para que sea valor minimo de T, es decir con k; =20y k, =15,
ks =10 es decir, T =1201

Ejercicio:

Demostrar que la funcion constante f (t) = costante, es una funcién periddica de periodo T para
cualquier valor positivo T .

OBSERVACION

Podriamos pensar que cualquier suma de funciones seno y coseno produce una funcién periédica,

esto no es asi, por ejemplo, consideremos la funcién f (t) = cosot )+ cos,t )

Para que sea periédica se requiere encontrar dos enteros m, n tales que:

@ _m
b, N

o T =2mrm, w, T =2mn de donde:

Es decir, la relacion L debe ser un nimero racional
W,



SERIES DE FOURIER 5 CAPITULO 1

Ejemplo 3:
La funcion cos(3 *+ cosfi+ 3)
W _

No es periédica , ya que — =
W, 3+T

no es un nimero racional

t {tiempo)

PLOTEANDO EN MATLAP

x = 0:pi/1000:8*pi;

fx = cos(3*x)+cos((3+pi)*x);
plot(x,fx,'k-";

xlabel('t (tiempo)");
ylabel('f(t)=cos(3t)+cos((3+pi)t)");
grid on;

axis([min(x) max(x) -2 2]);

Ejemplo 4:
La funcion cos(2 )+ cos(/_z ,
w

No es periédica, yaque — =

2
Q’zw/z

no es un ndmero racional

cos(2t)+cos(sqr(2)t)

fit)

|
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
t (tiempo)
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PLOTEANDO EN MATLAP

x = 0:pi/1000:15*pi;

fx = cos(2*x)+cos(sqrt(2)*x);
plot(x,fx,'k-";

xlabel('t (tiempo)");
ylabel('f(t)=cos(2t)+cos(sqrt(2)t)");
grid on;

axis([min(x) max(x) -3 3]);

ﬁ?OPOSICION \
1. La linealidad de la periodicidad

Es decir:
Si f y g son periddicas, entonces af +bg, a y b constantes, es también periddica
En particular:
Si f y g son periddicas con periodo T, entonces af +bg, a y b constantes, es también
periédica con periodo T .

2. Si se tienen funciones periédicas del mismo periodo, entonces el producto es periodica del
mismo periodo

Es decir:
K Si f y g son periddicas con periodo T, entonces f [, es también periddica con perioy
T.
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PROPOSICION:

Si f(t) esuna funcién periddica con periodo T =2p, entonces se cumple:

a) [P f ()t = jff:jg f ()t

2p+a

b) jo f(t) dt = f(t) dt

d) i g(t) =, f(t) ot

Se cumple que:

) t
) si F()= o f (et -2,

Entonces:

O aOR

o [0 fod=[T"fod=[T"tod 0 aor

g(t) es periodica de periodo T =2p « j'_pp f(t)dt=0

_1¢p
donde ay = IOj_pf(t)dt

F(t) es periddica, de periodo 2p.

N
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/

Demostracién

a) Haciendo cambio de variable:

Ademas si: du=dt

u=t+2p = t=u-2p
t=a = u=a+2p
t=f = u=p+2p

Pro olt:jB+2p f(u=2p) du

B+2p
= Jovp T @
"-B+2p f(t) dt cambiamos la variable u=t
a+2p
Por lo tanto: IB f(tdt = IB+2p f (t)dt Lg.q.d.

b) Delapartea),tomando a =0y B=a Verifica: I f(t)dt = Ia+2p f (t)dt

¢) Sea allR, Tenemos: j"”"f(t)dt:j'pf(t)dt+jf;pf(t)dt

Aplicando la parte a) en: I i (Hdt = j'((a P)+2p f(t)dt = j'ap+p f (t)dt

pues f(u-2p)=f(u) , f esde periodo T =2p

p)+2p

L.q.q.d.

+ +
Reemplazando ja_;’ f(t)dt = jap+p f (t)dt + jfpp f(t)dt = jfpp f(t) dt + ja‘lp f(t) dt

. a+p
En consecuencia:: Ia

_ (P
_p fOt _j_p f(t)dt  L.g.q.d.

Ademaés de lo anterior, hacemos: a=a+p

p _ r(atp)+p _ rat2p
= j_p f(t) dt _j(a+p)_p f(tdt= """ f(t)dt

d) Podemos expresar:
t+2p
gt+2p)=[, " f(t+2p)d(+2p)
=It+2pf(t) dt ,pues: f esdeperiodo T=2p ; d(t+2p)=dt
—j2pf(t)dt+j“2pf(t)dt como: Ipr(t)dt=j'p f(t) dt
=j_ppf(t)dt+j0f(t)dt

=[P f® dt+g(

: _[2p+tf(t)dt-_[ f(t) dt

Por lo tanto: g(t+2p)=j_ppf(t)dt+9(t) ()

En consecuencia:

Si suponemos que: ¢(t) es periddica, de periodo T =2p
Es decir, g(t+2p)=g(t)

De () tenemos I_pp f(t)dt=0

EI Si suponemos que: I_pp f()dt=0

De (I) tenemos: g(t+2p)=g(t)
= g(t) es periédica, de periodo T =2p

&) Como: ao=ij_p fodt = pag=[° f@)ck

2p)
2

_ [t+2p agt _2p t+2p agt
_jo f(t)dt—7—aop _jo f(t)o|t+j2p f(t)dt—7—a0p

Fe+2p)= [P f @+ 2p)d ¢ + 20)- B (t+2p)

t t
=[2, FOdt+ [ Tt =" -agp = agp+[j f ()t~ ~agp

_t agt
= jo f (t)dt —

=F()
Entonces: Fit+2p)=F()
En consecuencia F(t) es una funcién periddica de periodo T = 2p
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SERIE DE FOURIER

Una serie de Fourier es una serie infinita que converge puntualmente a una funcién continua y
periddica. Las series de Fourier constituyen la herramienta matematica basica del analisis de Fourier
empleado para analizar funciones periédicas a través de la descomposicion de dicha funcion en una
suma infinitesimal de funciones senoidales mucho mas simples (como combinacién de senos y
cosenos con frecuencias enteras). El nombre se debe al matematico francés Jean-Baptiste Joseph
Fourier que desarrollé la teoria cuando estudiaba la ecuacion del calor . Fue el primero que estudio
tales series sistematicamente, y publicando sus resultados iniciales en 1807 y 1811. Esta area de
investigacion se llama algunas veces Analisis armoénico

Es una aplicacion usada en muchas ramas de la ingenieria, ademas de ser una herramienta
sumamente Gtil en la teoria matematica abstracta. Areas de aplicacién incluyen andlisis vibratorio,
acustica, Optica, procesamiento de imagenes y sefiales, y compresiéon de datos. En ingenieria, para el
caso de los sistemas de telecomunicaciones, y a través del uso de los componentes espectrales de
frecuencia de una sefial dada, se puede optimizar el disefio de un sistema para la sefial portadora del
mismo. Refiérase al uso de un analizador de espectros.

En el calculo infinitesimal, los vectores en el espacio de dos y tres dimensiones, y sabe que dos
vectores no cero son ortogonales cuando su producto punto, o producto interno, es cero. Al dejar ese
nivel, las nociones de vectores, ortogonalidad y producto interno pierden, con frecuencia, su
interpretacion geométrica. Estos conceptos se han generalizado es muy comuin imaginar que una
funcién es un vector. En consecuencia, podemos decir que dos funciones distintas son ortogonales
cuando su producto interno es cero. En este caso, veremos que el producto interno de los vectores es
una integral definida.

Otro concepto que se vio en célculo infinitesimal fue el desarrollo de una funcion f como serie infinita
de potencias de x - a, llamada serie de potencias. En este capitulo aprenderemos a desarrollar una
funcién f en términos de un conjunto infinito de funciones ortogonales.

INTRODUCCION

Recordando que en un espacio vectorial E, la funcion bidimensional

(D: ExE - R
Gy ov)
Se dice que es un producto interno o producto punto, si cumple los siguientes axiomas:
) (ub)=(vm)

i)(kuly) =k (ul¥) , donde k es un escalar
i)u=0 = (Um)=0,ademads uz0 = (uU)>0
iv) ((u+v)v) = (UlW) + (VW)

Por otro lado

Si u,vOE Diremos que: u,Vv sonortogonalesen E < (ul¥) =0

También se induce la norma, definida como la norma del vector UOE , y lo denotamos por: || E” ,lo

definimos por : || u ||2 = (ulm)
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Ejemplo:
El conjunto E={ f:[a,b] = R / f es una funcion continl}e
Con las operaciones (fF+g)(X)=f(X)+g(x) @) =af(x)

Es un espacio vectorial que se denota por (E, +, 0

PROPOSICION 1

Dos funciones f; y f,es un elemento del espacio E

(f,O¥,) = _[: f1(X) T 5(X) dx es un producto interno (punto)  del espacio E.

Por lo tanto, dos funciones f1y f2 son ortogonales en un intervalo [a, b] si
b
(f ;) = Ia f1() f2(x) dx=0

Ejemplo 1:

Las funciones f1 (x) = X2 y f20x) = x® son ortogonales en el intervalo [-1, 1] porque
6l
1 1. 2.3 1.5 X
(f,0) = [, F100 f (9 dx= [ x"x" dx =~ x” dx= 5 =0
-1
Ejemplo 2:
Determine el valor de a de modo que las funciones f(x) = ax?+2 y g(X) = x+1 son ortogonales
en el dominio | =[O, 2] .
Solucion:

De la definicién podemos:
J~02 f(X)g(x) dx=0 = j;(a X2 +2)x+1)dx=0 = j;(a x2+ax?+2x+2)dx=0

4 3 2 4
aX—+aX—+2X—+2x =0 > a(z) +a +2
4 3 2

3 2
@) 2@ 4 o2=0
3 2

= 4a+§a+ 4+4=0 = a+ga=—2 = Ea=—2 = a=—§
3 3 3 5

Definicién Conjuntos de funciones ortogonales

Un conjunto de funciones son ortogonales en el intervalo [a, b] , si son ortogonales dos
a dos en el intervalo [a, b].
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Ejemplo 3:

Determine los valores a, b, ¢ paralos cuales f(x) =ax+2, g(x)= bx? +cx+1 y h(x) =x-1 son
mutuamente ortogonales con 0< x<1.

Solucién:
Por definicion

[ 199 dx=0 | [t h( dx=0 y [ g(xh(x) dx=0
De acuerdo a cada caso:
1. [0 ()g(x) dx=0

jé(ax+2)(bx2 +cx+1)dx=0 = j';(abx3+acx2+ax+ 2bx 2+ 2cx + 2)dx=0

1
=0 > a—b+£+32+2—§+c+2=0

4 3 2 3 2
= abx—+acx—+ax—+2bx—+ Zcx—+ 2X
4 3 2 3 2 4 3

0
= | 3ab+ 4dac+ G+ &+ 12+ 24 0| I(

2. [0 ()h(x) dx=0

3 2
I;(ax+2)(x—1)dx= 0= I;(ax2+2x—ax—2)dx= 0= (a%+x2—ax?—2x

> Z+1-8-220 = [az=6]-n)

3

3. [Cg(xh(x) dx=0

_[;(bx2+cx+1)(x—1)dx=0 = J'cl)(bxs+cx2+x—bx2—cx—1)dx=O

1

4 3 .2 3 2

S| blwcl+ X pX Xy =0 E+
4 3 2 3 2 o 4

Bb+4c-b-6€=6 = | b+2x=-6|--(Il)

Por otro lado, de (1) y (Il), reemplazando:
3(-6)+ 46+ 661 B+ 12+ 24 = -18—-24- 36+ B+ 12+ 24 |

= [ Bree=-6|-(V)

De (IIl) y (IV), resolviendo:
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(x5)
b+2c=-6 = b+ 16=- 30

x(-1)
bb+6c=-6 = -H-6= 6 = c=-6

P

Sumando m.a.m. cd- ¢

Reemplazando en (lI1)

b+2c=-6 = b+2(-6)=-6=

En consecuencia:

El conjunto { -6X+ 2, 6(2 - &+ 1, x- ]} son funciones ortogonales en el dominio O<sx<1.

Definicion: LA NORMA DE LA FUNCION

La norma de la funcién f enun intervalo [a, b] y lo denotamos por: || I:" , lo definimos por :

I £0o)* = (f o)

. b2 N (b, 2 12
NOTA:  Como, (fO¥) —j'a f“(x)dx ,en consecuencia: || f (X)|| = (_[a f=(x) dx)

Definicion: FUNCIONES ORTONORMAL

Dos funciones fl y fzson ortonormales en un intervalo [a, b], si

a) f; y f, son ortogonales

o) [1]=1 y [ f2&f=:

NOTA: (CONSTRUCCION DE UN CONJUNTO DE FUNCIONES ORTO NORMALES)
Dado el Conjunto de funciones { f1(x), fo(x), T3 (x)} son ortogonales en a< X<b,
Entonces, si tomamos

@ (x) =

() 0 _ 500
Theo] Tl *® e

Al conjunto { @ (X), ©,(X), @5 (X)} es llamado el conjunto ortonormal de las funciones f;, f, y f5.

@ (x) =
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RECORDANDO EL ALGEBRA:

@n un espacio vectorial E, el subconjunto B ={el,e2,e3,~-} O E es una base ortogonal \
Si
a) B es un conjunto linealmente independiente:
b) Si &, e; son ortogonales [ i %]

Ademas:

Todo elemento VO E , se puede escribir:
K V= A e+ Aye,+ Agegt A e+ donde g OB i=12,3;- j

El conjunto:
E={ f:[-p, p] = R / f esuna funcion continl}e

Con las operaciones (f+g)t)=f(t)+qg(t) (a¥)(t) =a f(t) es claro que es un espacio
vectorial que se denota por (E, +, O,

PROPOSICION:
/Sea el conjunto: \
B={ 1 cosEt, coszﬂt , co3sEt--,- , se’%t , sézﬁt , saéTn }
p p p p p p
Entonces:
a) Cada elemento de B es periddica, de periodo T =2p
k b) B es una base cuyos elementos son mutuamente ortogonales de E . /

Demostraciéon:  Se tiene:

a) La funcién constante f(t) =1 es periddica, en particular de periodo T =2p .
Por otro lado:

cosﬂT¢+T)= coer {(+ 2Fc SEH Iﬁ'[)= censEt
p p p p

sen (+7)= sel™ i+ p & {n_“t rm)= 0T,
p p p p

b) Es facil ver que B es unabase de E (Ejercicio)
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Veamos que son mutuamente ortogonales: Sea | Wy =—
p

i) Si f(t)=1y g(t) =cosnwyt

p — [P — [P —
j_pf(t)g(t)dt_j_plcosnwotdt_j_pcossucootdt_ ( Onz0

j Si f(t)=1y g(t) =senmwyt
p (P _(P -
j_p f(t)g(t) dt = j_plsenmwot dt = _[_p semuwgtdt= Om

k) Si f(t)=senmwqyt yg(t) =cosnwyt
j_ppf(t)g(t) dt=_[_ppsen(n(o0t)cosmw0t pt= ¢ Omn
) Si f(t)=senmwyt yg(t) =sennwyt
_[_ppf(t)g(t) dt=J'_ppsen(nw0t)senﬁth yt= ( Om#n
m) Si f(t) =cosmwyt yg(t) =cosnwyt
j_ppf(t)g(t) dt =_[_ppcos(mm0t) cosfiwgt Yt= ¢ Om#n
OBSERVACION:
a) _[_ppser? Moyt )dt=p
b) _[_ppcosz Mwyt)dt = p
Recordar:

b
J'bsenzx dx=Lx-1seng
a 2 4

a
b 11 b
_[ cos xdx==x+= sen &
a 2 4

a
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La funcion f OE periddica de periodo T =2p es siempre posible expresar como combinacion lineal Calculando _a,,
de los elemento de la base ” ”
=% (a COoSj W t) +Z(b senj wot ) I
Expresando (1) como: | f({t)=—+ - ;
B={ 1, cos™t, coflt , cost ., , sdht , sBAt , son - } P M 0= JZ=:1 ) o) g\ 0
p p p p p p

Multiplicando por  cosnwgt a (I1)
Es decir:

f(t)cosnwgt = cosm)ot+2(aj Co$wgt ccmmot) Z(bj sg gt Ot)

LS 21 31t I 2n It
f(t)=cy+a, cos—t+a, cos—t+a; cos—t+---+b; seAt+a, sert+a; senat+-.- = =
p p p p p B -

Po|é? ng|é?

-1
. . ) cosnwyt + (a- cog wyt corwgt )+a cEnwt
Expresando utilizando sumatoria, se tiene: Wo JZ=:1 i 9 W 0 n 0

ft)=co+), (an cos_t +b, seHrEt]
n=1 p p

+ i (aj COSj wyt CO$1000t) %(bj sen wot ccum)ot)
j=1

j=n+1
La expresion anteriormente dada es denominada, la Serie de Fourier . Integrando la sumatoria en el intervalo [_p’ p]
. _n . ' . P P n-1 D )
Si llamamos | wq ——p , podemos representar a la Serie de Fourier como: Lp f (t) cosnwyt dt = ¢ .[—p CORWgt dx+ Z a I—p cojwgt  camwgt dx
=y
=0 =0

ft)=co+ Y (a, cosnwpt+b, senwgt)

(-]
n=1 +a, [P cosnaypt dt + Y | a [P cogwyt comogt dt
-p £ -p
-  j=n#l
p =0

CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER

Coeficientes de Euler had
( ) +y J'_ppbj senjwyt comwyt dt

j=1
) =0
f(X)=co+ a, conwgt+b,, semwgt) |- |
09=c nz=:1( " o o) ( = _[_ppf(t)cosn(oot dt=a, p
Calculando ¢, En consecuencia: a, =1 pr f(t)cosnwgt dt |--- ) n=123;-
Integrando la sumatoria en el intervalo [-p, p] P
) . _ 1 P .
_[_pp f(t) dt =c, _[_pp dt+ Y (an _[_ppcosnooot dt +b, j'_pp semwgt dt) Analogamente: by _Ej—p f(t) sennapt dt |- ¢
n=1

p 00
=cy t | ) +Y| a, j'_pp cosnwgt dt +b, j_ppsenn Wt dt
P nal

=0 =0

= J‘_pr(t)dt=2pc0 = CO=2—];)J'_ppf(t)dt )
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RESUMIENDO: Los coeficientes de Fourier

1 ¢p
=—|  f)dt
=550

De (a),(B) v (Y), los coeficientes de Fourier son: a, =L I_pp f t)comnwyt dt
p

b, =—;j'_ppf(t)sem(o0t dt

OBSERVACION:

1) En (B), los a, estan definidos desde n=1,2,3;.-
Si tomamos n =0, tenemos:

2 =lp Pt cos(@ut )dt:—Fl) [ ()cos(O)jt=—F1) [Pt

. _1¢p
Luego: ap = pj_pf(t) dt

=

Por (a) cg =2—1pj'_pp f (t) ot =_;(_;— I_Pp f) dt) =—2a0

Es decir: | ¢g =%

Po eso es muy frecuente ver a la Serie de Fourier esc  rita como:

f(t)=%+ Y (@, cosnupt +b, semawgt ) donde: oy =—
p

n=1

NOTA:

1) La ortogonalidad de las funciones seno y coseno (cosnwyt y senmnwgt ) no sélo se da en
el intervalo [—p, p] =[—T[, T[], sino en cualquier intervalo que cubra un periodo completo: de
a a a+2p, con a arbitrario, con el mismo resultado.

2) Para expresarse como serie de Fourier f(t), no necesita estar centrada en el origen.
Simplemente debemos tomar el intervalo, donde esta definida, como el periodo de la serie.
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Es decir: los coeficientes de Fourier se pueden hallar como:

lep 1 ca+2p 1,2p 1
== ft)dt==— f¢)d== fg)d=—=| f ¢)dt
S A N A AL

_1¢p _ 1 ca+2p _ 1
an_B_[_pf(t)comooot dt_—pja f ¢)comuwpt dt—m—sz' f 1) cos(wot gt
P
_1¢p _1 cat+2p _ _1
b, _Bj_pf t) semagt dt -Ej'a f () semwgt dt-----—pszf t()senot df

donde: wy = , 'y funciones periédicas de periodo T =2p
P

OBSERVACION:

Algunas funciones periddicas f (t) de periodo T =2p pueden expresarse por la siguiente serie,
llamada Serie trigonométrica de Fourier
1
f(t) =an +a,cosgt +ra, cos@d ¥---+bgen ©§ ¥b,senf g 4
2n_m

Donde wy =? =
p

Es decir: f(t)= %ao + Y[ a, cosiwgt )+by, senfwgt )
n=1

Es posible escribir de una manera ligeramente diferente de la Serie de Fourier, si observamos que el
término a, cosfwgt )+b, senfwgt se puede escribir como:

a b
Y af +b] | ——"—cosfiugt J+ ———
\/ aﬁ + bn2 \/ an2 + bn2

Podemos encontrar una manera mas compacta para expresar estos coeficientes pensando en un
triangulo rectangulo:

sentwgt

a,

coS@), )= ——1

Cn=\[a§+bn2 \/a§+bnz
o 8, )=t

sen@, )=——

a yah +b?

an
Lo cual, la expresion queda :

C,(cos@, )costiwgt ¥ ser(, )senfst )FC, corpt-6,
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Si ademas definimos Cj = % , la serie de Fourier se puede escribir como
e b
f(t)=Co+ Y. C,cosbwgt—0,) | Donde: C, =+ ac+b’ y 6,= arctar(—”)
n=1 an

Componentes y Armonicas

Asi, una funcién periddica f (t) se puede escribir como la suma de componentes sinusoidales  de
diferentes frecuencias wy, = nNwy

A la componente sinusoidal de frecuencia w, =nwy, : C, cosfiwgt —6,, ) se le llama la enésima
armoénicade f(t).

A la primera arménica (n=1) se le llama la componente fundamental y su periodo es el mismo que
elde f(t).

. 21 .
A la frecuencia wy = 21 = T se le llama frecuencia angular fundamental.

A la componente de frecuencia cero C,, se le llama componente de corriente directa (cd) y
corresponde al valor promedio de f (t) en cada periodo.

Los coeficientes C,, y los &ngulos 8, son respectivamente las amplitudes y los &ngulos de fase de
las armonicas.

Ejemplo:
La funcion f(t) = co{l) + co{l)
3 4
Se puede demostrar que tiene periédo T = 241, por lo tanto su frecuencia fundamental es
1
=—rad/seg.
Wo 12 seg

Componente fundamental es de la forma ODCO{%)

e - of )= oot e eof )= ot
Tercer arménico : COY — = CO$ — Cuarto armoénico : cOo§ — |= C0$ —
12 4 12 3
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GRAFICANDO EN MATLAB

cos(t/3)+cos(tid)
cosit/3)+cositid)

fit)=
)=

i i i i P | |
0 80 100 150 200 250 0 10 20 30 40 50 60 70
t (tiempao) t {tiempo)

% Crear un archivo m-file llamado plotear.m
% Ploteando la funcién f(t)=f(x/3)+f(x/4)

x = 0:pi/1000:80*pi;

fx = cos(x/3)+cos(x/4);
plot(x,fx,'k-";

xlabel('t (tiempo)");
ylabel('f(t)=cos(t/3)+cos(t/4)");
grid on;

axis([min(x) max(x) -3 3]);

Ejemplo:
Como puede verse, la funcidn anterior tiene tantas partes positivas como negativas, por lo tanto su
componente de corriente directa cd es cero, en cambio.

f(t)=1+ cos(lg) + coé%)

Tiene tantas partes arriba como abajo de 1 por lo tanto, su componente de cd es 1.
3 T T

— r

o

cosi/I)+cositid)

()

o

| i i i
100 180 200 250
t {tiempin)

(2]
=)
m ; H
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Ejemplo 1: Expresar en series de Fourier, la funcién de salto

-1 -7<t<0
f(t)={1 "

O<stsm
B0
N — —
e e
| 4 | i | | i
Considerando Y

00

f(t) =%+ Y (an cosnoyt +by, semot )
n=1

Calculando los coeficientes de Fourier. T =211 p=T1

_1p _ 1l _1f0 T _1fc0 n
ao-Ej_pf(t) dt_;[j_nf(t) dt-;(j_nf(t) dt+ [ f () dt)-;(j'_n( 1) dt+ | (1)dt)

1 0 1 .
=;(—t|_n+t|g)=1—_[(—n+n)=0 En consecuencia: ay=0

a, =—:I_ppf(t)cos—t dx-—j f ¢)cosr%[t dx=;1[fnf () cost dt

=—(—.|'_T[cosnt dt +-|'g[ cosit dt) = (
I
En consecuencia: a, =0

bnzij f(t)sen—tdt_—j i ()seMtdt:—ljnf t( ) sent dt
p T -7

=7—T(—J'7”sennt dt +IO” semt dt)

1(1 coswvr . F coanj
= b, == +
T n n
- ar =1
b, :E(lcﬂTj cosnT= 1 P
Vg n impar = -1
0 S n espar

Por lo tanto: b, =1 4 _

— S n es impal

nir
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.z f _i N b : _—
Por lo tanto, la funcién (t)= > "‘Z(ah cosnayt +b, semaw,t ) se tiene el siguiente
n=1
resultado:
4 1
ft)=— sen((2- 1))
nglzr -1
Definicion
La N-ésima suma parcial correspondiente a la serie de Fourier, de periodo T =2p
g, < m
Sy ([)=7+Z(an conwpt +b, senwpt ) | Donde wy=—
n=1 p
Ejemplo:

Del ejemplo anterior, de la funcién de salto lo podemos escribir, la suma parcial

2n-1
De acuerdo a sus coeficientes, escribimos:| S,,_1(t) = 4 Z o = 1
r=l

sen(@-1)

Desenvolviendo la sumatoria:

Son1(t) = [sen € )+ sen @B -)-— sen(5+)— sent(#)-+ mi senn 2 t -J{

Las gréficas de las sumas parciales son:
S(t) = —sen )] S;(t) = [sen ¢ )+ sen (13]

18 T : T : T : : 18 ' ' ' '

1

0.5

0

0.5
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-4 - 1 ~
S(t) = n[sen t 3 sen B3 c sen (5]‘

_4 1 1 1
Szg(t)-n[sen()-i-ssen (13-)-5 sem(5+)7 sent(#)--+

! sert(%s
-1

1

Fenémeno de Gibbs

Con el siguiente programa en Matlab , se pueden ’
dibujar las graficas de las sumas parciales de Fourier
para la funcion salto.

5.1. Programa: sumpar.m
function sumpar(n)

% Sumas parciales de Fourier de la funcién salto

% f(x)= -1 si -pi<x<0

% 1 si O<x<pi

% n es el n'umero de sumandos

% Funci'on salto

X = -pi:0.001:pi;

f=-1*(x<0)+1*(x>0);

% sumas parciales de Fourier

s = zeros(size(x)); for k=1:n

s=s+((1-(-1)"k)/k)*sin(k*x);

end

s = 2/pi*s;

% grafica de las sumas parciales y de la funci'on s alto
plot(x, s, 'r', x, f, 'b"),grid,;

titte('Fendmeno de Gibbs";

% Fin del programa sumpar.m

Una vez guardado con el nombre sumpar.m, para activarlo, basta con escribir, por ejemplo,
>>sumpar(l) , >>sumpar(3) y >>sumpar(5) y >>sumpar(29) obtendremos la grafica de las sumas

parciales de Fourier.
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FENOMENO DE GIBBS EN SERIES DE FOURIER
Se puede demostrar que :

Si fy f’ son continuas, salvo en un nimero finito de puntos de discontinuidades de tipo salto, las sumas
parciales de Fourier convergen puntualmente a f(x) en los puntos de continuidad de fy a la media de
los limites laterales en los puntos de discontinuidad (para una demostracion.

Este resultado se aplica al caso particular de la funcién salto que estamos considerando y que
presenta una singularidad en x = 0: una discontinuidad de tipo salto. En la figura de sumpar(29)
apreciamos la forma en la que, efectivamente, cuando X # O, las series de Fourier aproximan el valor
de la funcién en x, mientras que en x = 0 convergen a la media de los limites laterales, nula en este

caso puesto que[ f(07)+f (0 )] [2=(1=1)/2= C

En este punto de discontinuidad Xx=0 se aprecia también con claridad el fenémeno de Gibbs. En
efecto, se observa claramente que la grafica de la suma parcial de Fourier excede a la de la funciéon
salto en el punto de discontinuidad. Por ejemplo, a la derecha del punto x = 0 se ve como la grafica de
la suma parcial de Fourier supera con nitidez a la de la funcion salto. La grafica de la sumpar(29),
donde este hecho se pone de manifiesto, se ha conseguido haciendo primero >>sumpar(29), para
generar la grafica completa y después, con el comando >>zoom, que permite seleccionar una zona de
la gréfica, con el ratén, para ampliarla. En la figura de sumpar(5), se puede observar cémo las graficas
de las sumas parciales sobresalen por debajo de la gréfica de f(x), en las proximidades del

punto (0,-1) .

En la figura >>sumpar(29) de observamos que el fenémeno de Gibbs también se produce en los
extremos X =TT del intervalo (=T, T). Esto es debido a que la suma parcial de Fourier aproxima a la
extension periddica de periodo 21tde la funcién salto, que presenta discontinuidades en los puntos de
la forma, x=km, kOZ.



